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内 容 简 介 

本 书 是 当代 世界 知名 的 动力 气象 学 家 混沌 理论 的 少 有 几 位 开创 
者 之 一 EE. N. 洛 伦 兹 教授 在 近期 为 总 结 其 开创 及 推动 混沌 科学 发 展 过 
程 而 写 的 一 本 力作 。 全 书 共 分 五 章 , 全 面 介 绍 了 混沌 理论 的 基本 概念 ， 
发 展 历程 和 前 景 展望 ,既是 一 本 很 有 分 量 的 学 术 专 著 , 又 是 一 本 科学 散 
文集 ,哲理 ,文学 与 科学 融 为 一 体 , 读 来 引人入胜 。 本 书 可 供 对 混沌 理论 
及 现代 数学 .物理 学 感 兴趣 的 大 专 院 校 师 生 、 科 技 人 员 和 中 等 文化 水 平 
的 读者 阅读 。 
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中 译本 出 版 者 的 话 


“ 温 沌 ”是 近代 非常 引 人 注 目的 热点 研究 , 它 掀起 了 继 相 
对 论 和 量子 力学 以 来 基础 科学 的 第 三 次 大 革命 。 科 学 中 的 混 
沌 概念 不 同 与 古典 哲学 与 日 常 语 言 中 的 理解 ,简单 地 说 ,混沌 
是 一 种 确定 的 系统 中 出 现 的 无 规则 的 运动 。 混 沌 理论 所 研究 
的 是 非 线 性 动力 学 混沌 ,目的 是 要 揭示 貌似 随机 的 现象 背后 
可 能 隐藏 的 简单 规律 ,以 求 发 现 一 大 类 复杂 问题 普遍 遵循 的 
共同 规律 。 

麻 省 理工 学 院 (MIT) 的 E. N. Lorenz 教授 由 于 他 早 在 
60 年 代 关 于 混沌 的 开创 性 研究 而 被 誉 为 “混沌 之 父 ”, 并 提出 
了 形象 的 “蝴蝶 效应 ”。Lorenz 写 过 很 多 论文 ,但 著作 很 少 ,这 
是 他 集中 了 几 年 精力 专 为 广大 公众 所 写 的 一 本 高 级 科普 读 
物 。 当 他 正 撰写 本 书 英 文 版 时 我 国 留美 学 者 曾 旭 斌 博士 由 于 
工作 关系 ,与 Lorenz 接触 较 多 ,向 我 社 推荐 出 版 该 书 中 译本 。 
我 社 也 认为 这 是 一 本 难得 的 好 书 ,欣然 接受 了 这 一 建议 ,经 曾 
博士 的 多 方 努 力 ,我 社 与 华盛顿 大 学 出 版 社 (University of 
Washington Press) 达 成 了 版 权 协 议 , 在 此 我 社 对 华盛顿 大 学 
HAERERE J. Lind 女士 致 以 谢意 。 同 时 也 对 “大 气 
科学 和 地 球 流体 力学 数值 模拟 国家 重点 实验 室 ”(LASG ) 所 
给 予 的 部 分 出 版 资助 表示 感谢 。 

在 中 译本 面世 之 际 ,我 们 要 感谢 本 书 的 译 者 和 审 校 者 , 没 
有 他 们 的 努力 本 书 是 难以 面世 的 .本 书 第 一 .第 二 章 由 严 中 伟 
博士 译 出 ;第 四 、 第 五 章 由 刘 式 达 教 授 译 出 ;第 三 章 及 附录 部 
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SURG SKK. PRPS RRL ARE AI? Pie 
任 了 本 书 的 审 校 工 作 ; 中 国 气象 科学 研究 院 史 国 宁 研究 员 为 
中 译本 做 了 修改 润色 ;我 社会 卫 平 、 黄 慧 靖 两 同志 本 着 制作 精 
品 的 目的 ,也 做 了 大 量 拾 遗 补缺 的 工作 。 总 之 ,没有 上 述 诸 方 
面 的 努力 ,本 书 中 译本 是 难以 达到 现 有 水 平 的 。 | 

当前 社会 上 普遍 存在 着 科技 译 著 出 版 难 的 现象 。 作 为 全 
国 唯一 的 气象 科学 出 版 社 , 我 社 将 一 如 既往 地 多 出 好 书 ,将 一 
本 本 优秀 的 国内 外 专著 介绍 给 读者 ,以 促进 学 术 交 流 和 科学 
研究 《混沌 的 本 质 》 中 译本 的 出 版 ， 就 是 我 社 在 这 一 系列 努力 
中 最 新 奉献 给 读者 的 一 份 珍品 。 
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1990 年 春天 我 应 华盛顿 大 学 的 邀请 去 发 表 一 系列 的 演 
说 ,作为 约 30 年 前 因 .Jessie 和 John Danz "的 捐款 和 远见 卓 
识 而 开创 的 系列 演讲 的 一 部 分 。 演 说 的 对 象 是 普通 的 听众 ,我 
可 以 自选 演说 命题 。 

约 30 年 前 ,我 在 天 气 预 报 的 理论 方面 做 开拓 性 实验 时 ， 
偶然 发 现 了 一 种 后 来 被 称 作 “混沌 ”的 现象 ,这 种 现象 表面 上 
看 是 随机 的 ,不 可 预报 的 ,而 事实 上 却 是 按照 严格 的 且 经 常 是 
易于 表述 的 规则 运动 着 .更 早 一 些 时 候 的 研究 人 员 偶 然 , 只 不 
过 是 在 不 同 的 情况 下 ,也 发 现 过 这 种 现象 ,他 们 往往 没有 认识 
到 他 们 所 看 到 的 东西 ,而 只 是 简单 地 意识 到 有 什么 东西 妨碍 
了 他 们 求解 方程 组 或 在 其 它 方面 妨碍 了 他 们 完成 研究 工作 。 
我 的 情形 是 个 例外 ,我 最 终 认识 到 除非 我 能 建立 一 个 其 解 表 
现 为 混沌 的 方程 组 ,否则 我 的 实验 注定 要 失败 .混沌 至 少 在 某 
些 情 况 下 突然 变 成 了 某 种 受 欢 迎 的 东西 ,在 随后 的 若干 年 中 ， 
我 发 现 我 目 己 越 来 越 把 混沌 看 成 是 一 种 因 它 本 身 的 原因 而 值 
得 研究 的 现象 。 


* John Danz 先生 是 西雅图 人 。1961 年 10 月 ,他 和 他 的 妻子 Jessie Danz 在 
华盛顿 大 学 建立 了 一 个 永久 的 基金 会 ,其 基金 用 于 华盛顿 大 学 每 年 向 致 
力 于 自然 科学 和 哲学 研究 并 在 国内 和 国际 上 享有 声誉 的 杰出 学 者 提供 资 
金 。 这 个 由 Danze 先生 和 夫人 建立 的 基金 会 现在 称 为 jessie 和 John Danz 
基金 会 ,在 该 基金 会 的 资助 下 去 华盛顿 大 学 的 学 者 被 称 为 Jessie 和 John 
Danz 演讲 者 或 教授 


因此 ,决定 这 些 演讲 应 该 包括 什么 论题 是 件 易 事 ,我 接受 
了 邀请 ,并 选择 了 “混沌 的 本 质 ? 作 为 论题 ,最 终 形成 三 个 演 
讲 。 第 一 个 演讲 对 混沌 作 了 定义 ,并 用 一 些 简单 的 例子 前 释 了 
混沌 的 基本 性 质 , 以 描述 开始 被 称 作 混沌 的 一 些 相关 的 现象 
一 一 非 线性 .复杂 性 和 分 维 性 而 结束 ;第 二 个 演讲 把 全 球 
天 气 作 为 一 个 复杂 的 混沌 个 例 进行 了 论述 ;最 后 一 个 演讲 介 
绍 了 当今 人 们 日 益 增 长 的 混沌 意识 ,并 提出 了 一 个 通过 它 人 
们 可 以 设计 目 己 的 混沌 系统 的 规定 ,结尾 给 出 一 些 哲 学 思考 。 
为 符合 听众 的 兴趣 ,我 没有 罗列 数学 公式 ,除了 我 定义 的 一 些 
术语 外 ,也 尽量 避免 用 专业 词汇 。 

本 书 与 我 的 演讲 题目 相同 ,也 是 依 Danz 演讲 的 脉络 而 
写 的 。 所 涉及 的 内 容 与 演讲 的 相同 ,并 附加 了 一 些 内 容 以 弥合 
因 演 讲 本 身受 口语 表达 的 局 限 而 不 可 避免 地 出 现 的 许多 空 
日 。 第 一 个 演讲 经 扩充 变 为 本 书 的 第 1、 第 2 和 第 5 章 , 第 二 
个 演讲 被 改编 成 第 3 章 。 因 最 后 一 个 演讲 以 海王 星 的 发 现 开 
头 , 进 而 介绍 了 Henri Poincaré 和 他 的 助手 的 工作 ,暂时 中 渐 
了 我 所 涉及 的 混沌 理论 的 介绍 ,因此 把 它 列 为 第 4 章 。 

我 之 所 以 下 决心 把 这 些 演讲 改写 为 一 本 书 是 因为 尽管 混 
沌 的 个 别 参 考 文献 是 数学 的 分 支 或 某 个 新 的 学 科 , 但 我 坚信 


混沌 连同 其 许多 相关 的 概念 一 一 奇异 吸引 子 、 域 边界 . 倍 周期 
分 倪 等 等 一 一 能 够 被 那些 没有 专门 的 数学 或 其 它 科 学 教育 背 


景 的 读者 很 容易 地 理解 和 喜欢 .与 在 演讲 中 一 样 , 在 本 书 中 我 
也 是 用 非 专业 的 语言 来 讲述 混沌 的 故事 , 除 此 之 外 ,为 避免 用 
元 长 的 词组 显得 过 分 重复 ,我 还 介绍 和 定义 了 一 系列 的 标准 
术语 .有 关 的 数学 方程 组 及 其 推导 都 放 在 一 个 附录 中 ,你 不 用 
读 它 就 完全 可 以 理解 正文 ,但 它 可 以 使 那些 有 数学 专长 的 读 


者 对 本 书 更 感 兴趣 。 

当然 ,在 正文 中 除了 非常 专业 的 数学 ,也 不 可 能 一 点 数学 
都 没有 。 例 如 ;两 个 滑板 沿 着 一 个 斜面 下 滑 30 米 ,开始 时 相差 
10 厘米 ,最 后 相差 10 米 , 这 一 图 例 说 明 可 以 被 看 作 是 一 种 数 
学 观察 ;于 是 ,所 描绘 的 事情 的 语言 表达 就 成 为 一 种 数学 陈 
述 。 和 总 之 ,图 例 说 明 中 用 了 很 多 较 简单 的 数学 ,其 中 的 大 部 分 
是 数学 推导 的 最 终结 果 , 接 者 ,它们 被 转化 成 计算 程序 .不 过 ， 
读者 既 不 需要 面 对 公 式 也 不 需要 面 对 程 序 就 能 够 得 到 说 明 中 
所 包含 的 信息 。 

在 本 书 的 撰写 过 程 中 ,我 得 到 了 许多 人 的 帮助 ,首先 我 必 
须 感谢 Danz 基金 会 ,没有 他 们 主办 演讲 ,我 可 能 永远 也 走 不 
出 这 第 一 步 。 同 样 我 必须 感谢 华盛顿 大 学 选择 我 作为 演讲 人 。 
我 深切 地 感谢 美国 国家 科学 基金 会 大 气 科学 部 的 气候 动力 学 
计划 和 该 计划 的 现任 领导 Jay Fein ,感谢 他 们 这 许多 年 来 支 
持 我 研究 混沌 及 其 在 大 气 中 的 应 用 ,并 且 , 非 常 直接 地 ,使 我 
有 可 能 为 本 书 所 举 的 例子 写 出 大 量 的 计算 机 程序 并 完成 计 
算 。 我 非常 地 感谢 Joel Sloman 为 本 书 打 字 以 及 不 仅 是 在 最 
后 一 遍 手 稿 还 包括 在 数 不 清 的 中 间 校 次 中 所 提供 的 帮助 , 感 
谢 Diana Spieger 为 排除 计算 机 系统 上 的 各 种 障碍 所 给 予 的 
一 贯 帮 助 , 也 感谢 Jane McNabb 代替 我 作 了 大 量 的 管理 工 
NE 

感谢 芝加哥 大 学 的 Dave Fultz 提供 了 他 的 转盘 实验 的 
照片 ,并 感谢 他 和 美国 气象 学 会 慧 许 我 复制 引用 .同时 也 感谢 
国家 大 气 研 究 中 心 的 Robert Dattore 和 Wilbur Spangler W 
备 了 足够 长 的 磁带 ,其 中 包含 新 加 坡 的 多 年 高 空 天 气 记录 ,并 
使 之 付 诸 应 用 。 


XH LY TEBE Merry Caston ,她 逐 页 检查 了 我 的 
全 部 手稿 ,并 提出 了 许多 中 肯 的 意见 ,因此 才 使 我 在 书 中 加 入 
了 许多 进一步 阐述 的 材料 和 其 它 一 些 修正 意见 .还 有 许多 人 ， 
我 与 他 们 有 过 短暂 的 或 有 时 是 广泛 的 讨论 ,我 所 写 的 文字 或 
表达 的 观点 也 受到 他 们 的 影响 。 在 这 种 联系 中 我 必须 特别 提 
到 Robert Cornett, James Curry, Robert Devaney, Alan 
Faller, Robert Hilborn, Philip Merilees, Tim Palmer, 
Bruce Street, Yoshisuke Ueda, J. Michael Wallace 和 James 
Yorke。 还 有 一 些 人 可 能 也 对 我 有 影响 ,我 却 没有 注意 到 , 另 
外 还 有 一 些 没 留 姓 名 的 审阅 者 ,我 只 能 说 他 们 的 名 字 都 应 被 
包括 在 这 里 ,我 对 他 们 一 并 致谢 。 

最 后 ,我 非常 感谢 我 的 妻子 Jane ,在 本 书 的 撰写 过 程 中 ， 
她 目 始 至 终 给 予 我 精神 上 的 支持 ,并 为 寻找 混沌 资料 而 陪 着 
我 一 起 走 过 无 数 旅途 。 还 要 感谢 我 的 孩子 Nancy，Edward 和 
Cheryl, 他 们 分 别 是 律师 、 经 济 学 家 和 心理 学 家 ,他 们 成 功 地 
充当 了 聪明 的 外 行人 的 角色 ,在 他 们 的 详细 检查 下 ,我 的 手稿 
才 得 以 逮 步 完善 。 


Edward N. Lorenz 
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貌似 随机 


词语 并 不 是 活 的 东西 ,它们 不 会 呼吸 ,不 会 行走 ,也 不 会 彼此 
. 相爱 。 然 而 ,就 像 它 们 所 服务 的 人 类 一 样 , 它 们 能 够 经 历 独 特 的 生 
命 史 。 语 言 中 一 个 词 诞 生 时 可 能 只 有 一 个 含义 ,但 在 其 演化 过 程 中 
它 还 可 能 获得 多 种 既 相 关联 又 相 区 别 的 新 含义 。 这 些 新 含义 经 常 
是 老 含 义 很 目 然 的 延伸 。 我 们 小 时 候 都 学 过 “ 热 " 和 “ 冷 ”* 这 两 个 词 


* le 
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的 含义 ;而 当 我 们 长 大 后 却 发 现 “ 热 烈 的 追求 “冰冷 的 安慰 ”， 
或 者 “火辣辣 的 拒绝 ”“ 冷 淡 的 接待 ”并 非 是 一 些 可 测量 或 估算 其 
温度 的 物质 或 物体 。 在 男 一 些 例 子 中 更 新 的 含义 则 是 一 些 专 门 术 
语 .同样 在 鞋 年 时 代 , 我 们 学 过 “ 喝 ” 的 含义 ;而 长 大 后 昕 人 说 “你 们 
喝 多 了 ?时 ,我 们 会 明日 这 绝对 不 是 在 说 我 们 刚 灌 下 一 杯 橙汁 。 事 
实 上 ,如 果 当 有 人 对 别人 说 我 们 爱 喝 贪杯 时 ,他 大 概 不 是 想 简 单 地 
说 明 我 们 好 饮 烈 酒 ,而 是 想 指 出 我 们 暴 饮 过 度 以 至 影响 健康 和 行 
为 。 

“混沌 ”一 词 也 是 如 此 。 这 个 古老 的 词 最 初 表示 完全 缺乏 具体 
形态 或 系统 排列 ,而 如 今 则 常用 来 表示 某 种 应 该 有 的 秩序 却 没有 
出 现 。 尽 管 这 个 词 十 分 古老 ,但 这 个 大 家 熟悉 的 词 并 没有 濒临 死 
尼 ; 相 反 , 由 于 它 近年 来 获得 了 若干 既 相 关联 又 相 区 别 的 专门 的 含 
义 ,人 它 的 重要 性 已 凌驾 于 许多 其 它 普 通 词汇 之 上 ， 

这 一 术语 多 年 来 已 被 众多 科学 家 用 来 表示 这 样 或 那样 的 随机 
性 ,这 并 不 令 人 惊讶 。 最 近 一 个 例子 是 诺 贝尔 奖 获 得 者 、 物 理化 学 
家 I，Prigogine ( 普 里 高 津 ) 及 其 同事 I Stengers (斯 坦 格 ) 所 撰写 
的 力作 《从 混沌 到 有 序 小 。 他 们 研究 许多 无 序 系统 自 发 地 获得 有 
序 结 构 的 方式 ,如 无 定形 的 液体 如 何在 冷却 时 固化 形成 精致 的 晶 
体 , 一 两 代 人 以 前 ,数学 家 N. Wiener( 维 纳 ) 有 时 甚至 会 用 这 个 单 
词 的 复数 形式 ,来 强调 说 明 诸如 一 群 随机 分 布 的 气体 分 子 或 云 中 
杂乱 无 章 的 水 滴 群 这 样 的 系统 。 

这 种 用 法 仍 在 延续 。 但 自 70 年 代 中 期 以 来 ,这 一 术语 已 越 来 
越 多 地 以 其 新 获得 的 某 种 含义 出 现在 科学 文献 里 ,可 以 肯定 ,目前 
存在 多 种 新 的 混沌 定义 .在 本 书 中 我 们 把 目光 集中 于 其 中 一 种 ,有 
许多 随时 间 而 发 生 某 种 变化 的 过 程 , 如 钟 摆 的 摆动 .山石 的 滚 落 和 
是 边 海浪 的 破碎 。 它 们 中 的 一 部 分 或 许 包 括 滚石 和 碎 浪 而 钟 摆 除 
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过 程 它们 看 起 来 是 随机 发 生 的 而 实 际 上 其 行为 却 由 精确 的 法 
则 决定 .这 一 用 法 改 怕 是 当前 科技 著作 中 最 常 遇 到 的 ,而 探讨 这 种 
意义 上 的 混沌 的 科学 家 们 已 不 再 感到 有 必要 说 得 那么 清楚 。 

在 浏览 当今 各 种 学 说 时 ,我 们 要 记 住 ,一 些 新 提 法 可 能 会 相互 
混淆 。 有 时 所 描述 的 现象 是 一 些 在 空间 上 魏 似 随机 分 布 的 东西 而 
非 时 间 上 的 随机 发 展 ,例如 点 级 在 田原 的 野花 。 男 有 一 些 情形 ,其 
分 布 或 发 展 正 是 其 内 在 本 质 而 非 狐 似 随机 ,例如 编织 在 东方 地 毯 
上 的 图 案 。 更 麻烦 的 是 ,有 一 些 其 它 术语 ,特别 像 非 线 性 、 复 杂 性 和 
分 形 性 ,经 常会 在 某 种 或 某 些 意 义 上 被 用 作 混 沌 的 同义词 .我 在 后 
面 文章 中 将 略 述 这 几 个 相关 的 措辞 。 

J. Gleick (格雷 克 ) 在 其 畅销 书 《 混 沌 :开创 一 门 新 科学 六 中 
解释 了 混沌 的 几 种 新 含义 。 他 认为 混沌 理论 对 科学 思想 的 影响 最 
终 将 可 与 相对 论 和 量子 力学 相 匹 敌 。 且 不 论 这 一 预言 能 否 成 真 , 这 
站 “新 科学 ” 确 已 毫 无 疑问 地 带 着 某 些 优势 进入 了 和 角逐。 可 以 作为 
混沌 范例 的 系统 十 分 常见 , 考 需 用 望远镜 或 显微镜 即 可 鉴别 ,不 用 
慢 转 速 或 高 速 摄影 机 就 能 把 它们 记录 下 来 。 据 认为 是 混沌 的 现象 
包括 简单 的 日 常 小 事 如 树叶 掉 落 或 底 巾 飘扬 ,也 包括 复杂 得 多 的 
过 程 如 气候 起 伏 或 生命 过 程 。 

我 用 到 “可 以 作为 "和 “ 据 认 为 是 ”这 样 的 词 ,是 因为 上 述 现象 
中 的 某 些 方面 并 不 十 分 符合 我 所 描述 的 混沌 , 即 貌 似 随 机 。 真 实物 
理 系 统一 般 都 至 少 包含 一 些 真正 的 随机 性 。 就 是 报时 钟 里 看 起 来 
很 规则 地 摆动 着 的 钟 摆 也 会 受到 气流 或 墙 面 振动 的 轻微 扰动 , 扰 
动 可 由 屋 里 走动 的 人 造成 ,也 可 由 附近 街道 穿行 的 汽车 造成 。 如 果 
混沌 是 那些 仅仅 看 起 夹 像 而 实质 上 不 是 随机 的 事物 ,那么 , 它 不 就 
不 能 包括 那些 多 少 带 点 随机 性 的 日 常 现象 而 仅 局 限于 数学 抽象 了 
吗 ? 如 此 一 来 ,岂非 大 大 削减 了 混沌 的 普遍 意义 ? 
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为 避免 上 述 不 必要 的 限制 ,可 以 拓宽 混沌 的 定义 ,让 它 包 括 那 
些 弱 随机 的 现象 ,只 要 这 些 现象 中 看 起 来 明显 得 多 的 那 部 分 随机 
性 不 是 其 微弱 的 真 随机 性 的 副产品 即 可 。 这 就 是 说 ,现实 世界 中 看 
起 来 具有 随机 行为 的 那些 过 程 一 一 或 许可 以 落叶 或 飘扬 的 旗帜 为 
例 一 一 应 当 被 视 为 符合 混沌 条 件 ; 因 为 即使 其 中 任何 真 随机 性 消 
失 了 ,它们 依然 是 貌似 随机 的 。 

实践 中 要 清除 一 个 系统 的 真 随机 性 再 考察 其 结果 是 不 可 能 
的 。 但 我 们 经 常 可 通过 理论 来 猜测 之 。 实 际 现象 的 大 多 数理 论 研 
究 都 是 近似 研究 .科学 家 在 研究 简单 的 单 摆 运 动 (这 恰好 还 不 是 一 
个 混沌 系统 ) 时 ,很 可 能 忽略 任何 外 来 的 随机 扰动 和 气流 ,而 把 这 
些 因 素 留 给 更 加 实际 的 工程 师 去 考虑 通常, 他 或 她 还 会 忽略 掉 维 
持 单 摆 摆动 的 发 条 装置 及 其 内 在 的 摩擦 力 和 其 它 所 有 不 方便 的 因 
素 。 由 此 得 到 的 简明 系统 仅 是 一 个 模型 ,一 个 完全 可 处 理 的 模型 。 
如 果 一 个 接近 实际 而 没有 系统 内 在 随机 性 的 模型 仍然 具有 貌似 随 
机 的 行为 ,就 可 以 称 这 个 真实 物理 系统 是 混沌 的 。 
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我 那 多 少 有 点 通俗 化 的 定义 可 能 抓 住 了 混沌 的 本 质 , 但 许多 
数学 家 会 为 之 惊 诈 不 已 。 其 它 行业 的 大 多 数 人 或 许 还 不 了 解数 学 
是 多 么 依赖 于 定义 。 一 个 命题 的 陈述 是 否 正确 往往 就 取决 于 其 中 
各 个 用 词 是 怎样 定义 的 。 显 然 , 要 就 某 种 现象 发 展 一 套 严谨 的 理 
论 ,就 应 先 给 出 有 关 现象 的 毫 不 含糊 的 定义 。 

目前 这 个 通俗 定义 确实 是 含糊 的 ,因为 “随机 性 ”本 身 就 有 两 
种 很 不 同 的 定义 。 然 而 ,正如 我 们 即将 看 到 的 ,只 需 指定 其 中 一 种 
恰当 的 定义 ,就 很 容易 消除 这 个 缺陷 .更 为 严重 的 问题 在 于 那个 简 
单 的 表述 “貌似 随机 ”, 它 很 不 严格 ,因为 对 某 人 看 来 是 相似 的 事情 
在 丸 一 人 看 来 不 一 定 也 相似 。 让 我 们 试 着 给 混沌 下 个 便于 操作 的 
定义 ,同时 又 要 保留 那个 通俗 定义 的 精髓 。 
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根据 狭义 的 随机 性 定义 ,一 个 随机 序列 应 满足 :随时 可 能 发 生 
的 任何 事件 在 下 个 时 刻 也 可 能 发 生 。 通 常 这 也 可 理解 为 : 某 特定 事 
件 在 下 一 时 刻 发 生 的 概率 等 于 其 在 此 后 任 一 时 刻 发 生 的 概率 。 一 
个 常用 来 解释 随机 性 的 例子 是 掷 硬币 。 在 此 ,可 能 事件 只 有 两 种 ， 
正面 或 反面 ,它们 都 可 能 在 下 次 就 发 生 。 假 如 过 程 确实 是 随机 的 ， 
那 下 次 投掷 出 现 正面 的 概率 (比方 说 百 分 之 五 十 或 任何 其 它 值 ) 应 
精确 地 等 于 任 一 次 投掷 同一 硬币 而 出 现 正面 的 概率 ;这 一 概率 不 
会 变 ,除非 因 投掷 力量 过 大 而 使 硬币 变 了 形 。 如 果 已 知 这 一 概率 ， 
那么 即使 知道 上 次 投掷 结 果 ,也 不 会 增加 我 们 猜 对 下 次 结果 的 机 


会 。 


诚然 ,在 尚 不 知道 某 块 硬币 的 正面 概率 时 ,我 们 可 通过 充分 多 
次 投掷 结果 来 推测 它 。 如 果 多 次 投掷 后 我 们 发 现 出 现 正面 的 机 会 
为 百 分 之 五 十 五 , 那 我 们 就 可 怀疑 那 枚 硬币 有 偏向 性 ; 正面 的 概率 
过 去 是 、 现 在 是 ,将 来 也 必 是 百 分 之 五 十 五 ,而 非 我 们 原来 所 期 户 
的 百 分 之 五 十 。 

硬币 是 完全 随机 的 例子 。 当 人 们 考虑 随机 数 或 想 用 随机 数 发 
生 器 时 ,往往 就 是 想 要 实现 这 种 随机 性 。 在 广义 的 随机 性 定义 下 ， 
一 个 随机 序列 应 满足 :下 个 时 刻 可 能 出 现 某 些 事件 中 的 任 一 个 ;这 
并 不 要 求 过 去 可 能 发 生 的 任何 事件 也 可 在 下 个 时 刻 发 生 。 下 个 时 
刻 的 可 能 事件 与 刚 发 生 过 的 事件 有 关 。 类 似 掷 硬币 且 本 质 上 也 属 
于 机 会 性 游戏 的 另 一 例子 是 洗 纸牌 .可 以 认为 洗 牌 过 程 是 随机 的 ， 
因为 即使 洗 牌 手 想 作假 一 -比如 说 他 试图 在 每 次 交叉 洗 牌 时 把 牌 
正好 分 成 两 半 再 使 各 半 的 每 一 张 牌 交叉 顺序 三 置 一 他 也 不 大 可 
能 精确 地 控制 其 手指 肌肉 来 实现 ,除非 他 是 游戏 机 构 中 的 洗 牌 老 
手 。 但 是 ,如 果 把 下 次 事件 理解 为 下 次 交叉 洗 牌 的 结果 , 那 该 过 程 
就 不 是 完全 随机 的 ,因为 一 次 交叉 洗 牌 不 可 能 把 一 副 牌 中 某 种 给 
定 的 顺序 改变 为 任 一 其 它 顺序 。 作 为 特例 ,一 次 洗 牌 不 可 能 完全 其 
倒 牌 序 ,尽管 充分 多 次 连续 尝 牌 自然 可 形成 各 种 牌 序 。 

在 确定 性 序列 中 下 个 时 刻 只 可 能 发 生 一 件 事 ,就 是 说 其 演变 
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由 精确 的 法 则 决定 .因此 ,广义 的 随机 性 与 缺乏 确定 性 是 同一 个 意 
思 , 这 也 正 是 我 用 狐 似 随机 描述 混沌 时 想 借用 的 含义 。 

掷 币 和 洗 牌 是 间断 时 间 上 发 生 的 过 程 一 一 即 一 次 接 一 次 地 拉 
或 洗 . 对 于 像 公 路 上 车 速 这 样 的 连续 变化 量 而 言 , 下 次 事件 这 样 的 
概念 就 没有 意义 了 。 然而 仍 可 定义 广义 的 随机 性 。 我 们 可 以 说 :未 
来 任 一 给 定时 刻 可 能 发 生 的 事情 不 止 一 种 ,比如 车 速 就 不 止 一 种 。 
在 此 可 以 预料 的 是 :那个 未 来 时 刻 离 且 前 越 近 ,将 发 生 的 各 种 可 能 
性 的 范围 也 越 小 一 一 正如 在 堵塞 的 交通 中 咀 然 停止 的 小 车 可 能 会 
在 过 10 秒 钟 后 超速 行驶 ,但 不 可 能 过 1 秒 钟 就 如 此 。 数 学 家 发 现 
引入 完全 随机 连续 过 程 的 概念 是 有 益 的 。 但 它 在 自然 界 究竟 像 什 
么 却 是 难以 描述 的 。 

动力 系统 这 个 专业 称谓 是 指 随时 间 确 定性 地 变化 的 系统 , 例 
如 钟 摆 、 深 石和 碎 浪 的 数学 模型 ,以 及 那些 具有 微弱 随机 性 的 变化 
Re 或 许可 用 现实 的 单 摆 、 滚 石和 碎 浪 作 例子 .至 少 对 模型 而 
言 ,系统 的 状态 可 由 一 个 或 几 个 变量 的 数值 来 确定 。 对 单 摆 模 型 ， 
摆 锤 的 位 置 和 速度 两 个 变量 就 足够 了 ,其 中 速度 可 正 可 人 负 , 要 视 押 
锤 移动 方 加 而 定 。 对 滚石 模型 ,位置 和 速度 仍 是 必需 的 。 但 若 要 使 
模型 更 切合 实际 一 些 , 就 必须 增加 一 些 变 量 以 描述 滚石 的 旋转 方 
同和 转动 。 碎 浪 更 为 复杂 ,其 较 完善 的 模型 将 不 得 不 包含 几 十 或 
者 更 可 能 的 是 几 百 个 变量 。 

回头 再 来 讨论 混沌 ,可 以 说 它 是 确定 性 的 行为 ;或 者 , 若 考虑 
它 出 现在 稍微 有 点 随机 性 的 实际 系统 中 ,也 可 以 说 它 是 近似 于 确 
定性 的 ,然而 却 不 是 看 起 来 像 确定 性 的 。 这 就 是 说 , 现 有 状态 完全 
或 几乎 完全 决定 未 来 ,但 却 不 是 看 上 去 如 此 .确定 性 行为 又 怎 能 狐 
似 随 机 呢 ? 假 如 真正 同样 的 状态 能 出 现 两 次 以 上 , 那 末 随后 必然 会 
出 现 的 同样 状态 就 不 可 能 看 起 来 有 很 大 不 同 。 真 正 发 生 的 事情 是 : 
出 现 了 两 个 几乎 (但 非 完全 ) 一 样 的 状态 ,它们 看 起 来 十 分 相似 ,但 
其 后 的 状态 却 不 必 彼 此 相似 ,从 而 观测 到 了 明显 不 同 的 演变 ,在 某 
些 动力 系统 中 ,两 个 几乎 一 致 的 状态 经 过 充分 长 时 间 后 会 变 得 这 
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不 一 致 , 恰 如 从 长 序列 中 随机 选取 的 两 个 状态 那样 ,这 种 系统 被 称 
作 敏 感 地 依赖 于 初始 条 件 。 再 加 上 一 些 即将 考虑 的 限定 ,对 初始 条 
件 的 敏感 的 依赖 性 就 可 作为 混沌 的 一 个 可 接受 的 定义 ,我 将 选择 
的 正 是 这 个 定义 。 

“初始 条 件 ” 并 非 系统 被 构造 之 初 存在 的 条 件 。 它 们 经 常 是 一 
个 试验 或 计算 开始 时 的 条 件 , 也 可 以 是 研究 者 兴趣 所 在 的 任 一 时 
段 开 始 时 的 条 件 。 所 以 某 人 用 的 初始 条 件 可 能 是 另 一 人 的 中 间 条 
件 乃 至 最 终 条 件 。 

对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 并 不 仅仅 意味 着 两 个 状态 之 差异 
随时 间 简 单 地 增 大 。 举 例 来 说 ,有 些 确定 性 系统 中 ,两 状态 间 一 个 
单位 的 初始 差异 会 发 展 成 一 百 个 单位 ; 百 分 之 一 其 至 百 万 分 之 一 
个 单位 的 初始 差异 同样 也 会 发 展 成 一 百 个 单位 ,只 是 需要 更 长 时 
间 罢 了 ,而 在 另 一 些 系统 中 ,初始 一 个 单位 的 差异 会 发 展 成 一 百 个 
单位 ;初始 百 分 之 一 个 单位 的 差异 则 仅 能 发 展 到 一 个 单位 ,前面 那 
种 系统 被 视 为 是 混沌 的 ,而 后 面 那 种 则 并 不 认为 能 构成 混沌 ,尽管 
它们 具有 部 分 混沌 性 质 。 

由 于 混沌 是 或 近 于 是 确定 性 的 ,就 不 能 指望 那些 机 会 性 的 游 
戏 能 为 此 提供 例证 。 但 有 些 看 起 来 包含 机 会 性 的 游戏 却 能 说 明 问 
题 。 在 能 产生 混沌 的 装置 中 ,最 接近 硬币 和 纸牌 的 一 种 是 弹 球 器 。 
这 里 必须 是 那 种 老式 的 .不 带 旋 转 器 和 闪光 灯 ,只 靠 模 针 干扰 深 球 
直至 最 后 得 分 或 死 球 。 

30 年 代 的 一 个 春天 ,我 还 在 达 特 茅 思 上 大 学 ,当地 的 杂货 店 
和 食堂 忽然 增设 了 几 台 弹 球 器 。 很 快 就 有 不 少 学 生 偶而 赢 了 相当 
多 的 五 分 币 ,但 更 经 常 地 输 钱 。 市 府 曾 想 作 出 决定 废除 这 些 机 器 ， 
因为 它们 违反 赌博 法 。 但 最 终 他 们 被 说 服 了 ,至 少 当时 看 来 是 如 
此 。 有 人 告诉 他 们 , 弹 球 器 是 技巧 的 竞争 ,而 非 机 会 性 游戏 ,因而 完 
全 合法 。 

既然 如 此 , 那 为 什么 学 生 们 在 获得 纯熟 的 技巧 后 仍 不 会 老 赢 
钱 呢 ? 原因 就 在 于 混沌 。 对 照 掷 币 和 洗 牌 ,这 里 把 一 次 次 的 撞击 模 
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针 作为 一 系列 “事件 ,一 个 事件 的 后 果 包 括 被 樟 之 模 针 、 从 模 针 到 
球 心 的 方向 以 及 球 离开 模 针 时 的 速度 。 注 意 这 里 指 专门 意义 上 的 
速度 ,包括 速率 和 方向 ,位 置 也 是 指 相对 于 某 参考 点 的 距离 及 其 位 
移 方向 。 | 
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见得 小 。 这 样 , 当 一 球 正面 击 中 模 针 并 沿 其 所 来 方向 反弹 回去 时 ， 
另 一 球 可 能 侧 击 到 槽 针 而 沿 一 个 钝 角 方 向 弹 离开 去 。 这 近似 于 
图 1 中 发 生 的 事 。 该 图 显示 了 两 个 以 几乎 相同 速度 离开 弹 球 器 发 
球 活塞 的 球 的 中 心 轨迹 。 可 见 ,一 旦 击 中 模 针 ,两 轨迹 间 夹 角 就 轻 
而 易 举 地 成 倍增 大 ,甚至 会 发 生 一 球 完全 没 挨 上 另 一 球 所 击 中 的 
MEL. BORE ,游戏 者 若 想 使 球 沿 某 一 预期 路 径 而 多 击 中 一 次 模 针 ， 
就 必须 成 倍 地 增强 其 控制 能 力 。 

当然 ,图 1 的 弹 球 器 仅 是 个 数学 模型 ,其 中 的 球 路 是 算出 来 
的 .模型 考虑 了 摩擦 碱 速效 应 和 球 擅 击 柳 针 或 边 墙 时 的 能 量 损失 ; 
没有 考虑 球 在 撞击 中 可 能 获得 的 转动 量 , 这 会 影响 下 次 撞击 时 球 
的 回 弹 方式 .但 这 不 会 改变 我 们 的 结论 : 即 弹 球 行为 是 混沌 的 一 一 
也 即 球 路 敏感 地 依赖 于 初始 球速 。 

尽管 如 此 ,上 述 模 型 仍 不 足以 提供 一 个 完善 的 混沌 例子 ,因为 
混沌 行为 在 最 后 一 个 槽 针 被 击 中 后 就 终止 了 。 设 球 在 运行 中 共 能 
击 中 七 个 槽 针 , 那 么 ,如 果 初 始 百 万 分 之 一 度 之 方向 差异 能 发 展 成 
十 度 的 话 , 初 始 千 万 分 之 一 度 之 差 就 可 能 仅 发 展 成 一 度 . 为 满足 混 
沌 所 有 要 求 , 弹 球 器 就 应 无 限 长 (这 在 模型 中 是 可 能 的 ,但 在 现实 
中 是 不 可 能 的 ) ,或 者 想 个 办 法 使 弹 球 永远 不 会 停 下 来 .这 样 , 哪 怕 
是 亿 万 分 之 一 度 之 方向 差异 ,都 有 机 会 放大 成 十 度 以 上 之 差异 ， 

在 任何 系统 中 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 所 导致 的 直接 结果 
之 一 是 不 能 作 准 确 预报 ,而 对 充分 遥远 的 未 来 甚至 连 粗略 预报 者 
不 可 能 。 这 个 推论 的 前 提 是 我 们 不 能 获得 完全 无 误 的 观测 。 肉 眼 
确实 不 能 分 辨 弹 球 运动 方向 上 十 分 之 一 度 甚至 一 度 之 差 。 这 意味 
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1 弹 球 器 。 带 锯齿 形 的 曲线 代表 两 个 以 几乎 相同 速度 出 发 的 弹 球 的 球 
心 轨 迹 。 球 径 可 由 槽 针 和 球 路 急 转 点 的 距离 来 判断 


着 在 十 度 精度 范围 内 不 能 预报 准 弹 球 撞击 一 次 或 两 次 槽 针 后 的 走 
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向 ,从 而 也 不 能 预报 哪 根植 针 将 是 第 三 或 第 四 次 被 击 中 者 .精密 的 
电子 仪器 或 许 能 测 出 千 分 之 一 度 的 方向 ,但 这 仅 把 可 能 预报 的 范 
围 增加 两 三 个 权 针 ,后 面 一 章 中 将 看 到 ,对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 
性 也 是 我 们 所 熟知 的 天 气 预报 不 准确 的 主要 原因 

我 已 提 过 两 种 过 程 , 一 种 像 洗 牌 那样 一 次 一 次 地 变化 , 另 一 种 
则 如 公路 上 车辆 的 位 置 和 速度 那样 连续 变化 。 作 为 动力 系统 ,两 者 
并 不 是 毫 不 相干 的 。 弹 球 游戏 就 反映 了 这 两 种 过 程 间 的 一 种 基本 
联系 。 

假设 我 们 观测 到 300 个 球 依次 进入 弹 球 器 。 可 作 一 张 包含 
300 个 点 的 图 ,每 点 代表 一 球 在 其 第 一 次 撞击 术 针 时 的 球 心 位 置 。 
接着 可 以 就 第 二 次 撞击 再 作 一 张 类 似 的 图 。 后 图 可 被 视 为 前 图 的 
一 个 完整 映射 ,尽管 显然 是 一 种 大 大 扭曲 了 的 映射 .在 第 一 张 图 上 
很 集中 的 点 簇 到 第 二 张 图 上 可 能 也 表现 为 尚 可 分 辨 的 点 艇 。 研 究 
中 所 谓 的 映射 是 指 在 间断 时 间 上 变化 的 动力 系统 ,就 像 把 撞击 村 
针 当 作 “ 事 件 ” 的 弹 球 器 。 处 理 映射 的 数学 工具 是 差分 方程 。 一 个 
差分 方程 组 就 是 这 样 一 组 公式 ,它们 能 用 所 有 变量 的 当前 值 表达 
各 个 变量 下 个 时 刻 的 值 。 

我 把 弹 球 游戏 当 作 一 个 事件 序列 ,但 球 在 琴 次 掩 击 槽 针 之 间 
的 运动 显然 也 和 撞击 时 的 回 弹 一 样 , 受 精确 的 物理 法 则 控制 .在 这 
个 意义 上 ,硬币 在 空气 中 的 运动 也 如 此 。 那 为 什么 说 后 者 是 随机 的 
而 前 者 是 混沌 的 呢 ?这 是 因为 每 次 掷 币 都 是 人 为 进行 的 ,从 而 每 次 
掷 币 结果 不 影响 下 次 结果 。 而 对 强 球 路 径 的 人 为 影响 仅 发 生 在 其 
击 中 第 一 个 模 针 之 前 ,除非 游戏 者 已 掌握 了 不 启动 倾斜 信号 而 轻 
经 晃动 机 器 的 技巧 。 

由 于 我 们 可 以 观测 两 次 撞击 之 间 的 弹 球 ,也 就 可 以 在 任意 接 
近 的 时 刻 连 续 描写 300 个 球 的 中 心 位 置 ,比如 说 每 十 五 分 之 一 秒 
就 描写 一 次 ,而 不 是 仅 在 发 生 撞击 时 才 描写 。 同 样 ,每 幅 图 都 可 视 
为 前 幅 图 的 完整 映射 。 但 现在 图 中 的 主要 特征 从 这 一 幅 到 下 一 幅 
时 只 变动 一 点 点 , 纵 观 整个 图 列 ,就 像 看 一 幅 图 在 流动 着 演化 似 
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考虑 弹 球 完整 运动 时 的 弹 球 器 .处 理 流 的 数学 工具 是 微分 方程 。- 
个 微分 方程 组 就 是 这 样 一 组 公式 ,它们 共同 以 所 有 变量 当前 的 值 
来 表达 各 个 变量 的 当前 变 率 。 

当 我 们 把 弹 球 游戏 处 理 为 流 而 非 映射 时 ,可 以 用 一 组 足够 简 
单 的 微分 方程 作 模型 ,并 可 能 求 出 方程 的 解 来 .完整 的 解 应 包含 能 
把 任意 时 刻 变量 的 值 用 以 前 时 刻 变 量 的 值 来 表示 的 表达 式 。 如 时 
取 连 接 相 邻 撞击 的 时 间 , 则 表达 式 将 相当 于 一 组 差分 方程 在 此 情 
形 下 ,从 求解 微分 方程 导出 了 差分 方程 。 于 是 ,从 流 导出 了 时 射 。 

其 实 ,只 要 我 们 在 选 定时 刻 观测 流 , 就 可 从 任何 流 导出 映射 ， 
假如 没有 撞击 权 针 这 样 的 特殊 事件 ,我 们 也 可 随意 选择 现 测 时 刘 
一 一 比如 每 小 时 一 次 , 当 用 微分 方程 来 定义 流 时 ,经 常会 缺乏 适当 
方法 来 解 方程 一 - 某 些微 分 方程 根本 是 不 可 解 的 ,结果 是 ,有 关 映 
射 的 差分 方程 作为 一 些 关系 式 肯定 是 存在 的 ,但 我 们 却 不 能 搞 清 
楚 它们 的 意义 是 什么 .对 有 的 实际 系统 ,我 们 甚至 不 知道 如 何 去 写 
微分 方程 .为 描写 被 一 阵 狂 风 吹 拍 到 岩石 岸 边 的 巨 浪 ,包括 其 所 有 
水 泡 和 浪花 ,我 们 能 期 望 写 出 什么 方程 来 吗 ? 

如 果 弹 球 游戏 属于 混沌 正如 同 掷 硬币 属于 完全 随机 那样 , 那 
未 ,硬币 作为 随机 的 象征 早已 众所周知 ,而 弹 球 作为 混 纯 的 象征 则 
尚未 得 到 普遍 的 承认 。 那 种 特征 目前 看 来 只 有 用 蝴蝶 来 表征 , 自 
Gleick 的 书 问世 以 来 这 一 表征 就 成 为 最 恰当 的 了 。 该 书 首 章 标题 
就 叫 “蝴蝶 效应 ”。 

这 个 表述 有 一 段 模糊 的 历史 。 似 乎 是 继 我 在 1972 年 华盛顿 一 
个 会 议 上 宣读 一 篇 论文 后 , 它 才 受到 重视 的 。 这 篇 论文 标题 是 “在 
巴西 的 蝴蝶 拍打 翅膀 会 引发 得 克 萨 斯 州 的 一 场 龙卷风 吗 ?”。 我 没 
有 回答 这 个 问题 ,但 指出 :如 果 一 次 拍打 翅膀 就 能 引发 一 场 本 来 不 
会 发 生 的 龙卷风 , 那 它 同样 也 能 抑制 一 场 本 来 应 发 生 的 龙卷风 。 我 
还 指出 :一 次 拍打 蚂 膀 对 天 气 的 影响 决 不 大 于 其 它 蝴蝶 的 拍打 起 
膀 效 应 ,更 不 用 说 其 它 生物 包括 人 类 的 活动 效应 了 .附录 1 重新 登 
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出 这 篇 论文 的 最 初稿 样 。 
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图 2 蝴蝶 


这 一 短语 的 起 源 已 不 太 明 确 了 ,其 原因 在 于 我 所 详细 研究 过 
的 第 一 个 混沌 系统 的 某 种 特征 。 在 我 的 研究 中 ,被 称 为 “奇怪 吸引 
子 " 的 那 组 特殊 状态 的 简化 图 形 后 来 被 发 现 很 像 蝴蝶 ,而且 很 快 就 
RES AR. E 2 所 示 的 蝴蝶 就 是 Gleick 书 内 封面 上 的 族 系 的 一 
个 代表 。 与 我 交谈 过 的 许多 人 都 认为 是 继 这 种 吸引 子 之 后 才 命名 
了 蝴蝶 效应 。 或 许 ,真是 这 样 。 
e 了 2。 
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有 人 曾 写 信 要 我 注意 信 . Bradbury ( 布 拉 德 伯 里 ) 的 引人入胜 
的 短篇 故事 “一 声 惊雷 ”, 这 是 早 在 华盛顿 会 议 之 前 很 人 就 写成 的 。 
其 中 ,一 只 史前 蝴蝶 的 死 而 不 能 复生 ,改变 了 现代 一 次 总 统 竞 选 的 
结果 。 

在 华盛顿 会 议 之 前 ,我 曾 用 海鸥 作为 对 初始 条 件 的 敏感 的 依 
赖 性 的 和 象征。 而 促使 改 用 蝴蝶 的 是 分 会 主席 、 气 象 学 家 Philip 
Merilees (菲利普 。 梅 雷 里 ), 他 当时 要 提交 会 议 议 题 却 又 无 法 同 
我 核实 。Philip 最 近 向 我 保证 :他 当时 并 不 了 解 Bradbury 的 故事 。 
aT. FA A(R OR “RSS BSR” AG 

还 有 比 海鸥 更 早 的 象征 。 在 我 姐姐 得 知 我 即将 成 为 一 名 气象 
学 学 生 的 那个 圣诞 节 , 她 送 我 一 本 G. R. Stewart (斯 图 尔 特 ) 的 小 
说 《风暴 》。 书 中 一 位 气象 学 家 回忆 起 他 的 老师 曾 说 过 ,中 国有 人 咳 
嗽 一 下 或 许 会 让 纽约 的 人 去 铲 雪 。 其 实在 气象 界 多 年 来 一 直 有 类 
似 的 谈论 ,有 时 是 开玩笑 ,有 时 则 是 认真 的 。Stewart 的 那 位 老师 
的 话 正 反映 了 现实 中 一 些 气象 学 家 的 看 法 。 


缺乏 韵律 


心律 不 齐 有 多 种 表现 ,其 中 有 的 是 致命 的 .心脏 不 像 节 拍 侨 那 
样 打 节 拍 ,而 是 在 不 规则 的 时 间 间 隔 上 跳动 ,有 时 心跳 力度 也 会 
变 . 可 以 猜想 心律 不 齐 是 混沌 的 一 种 表现 ,因为 显然 其 中 丧失 了 茶 
些 应 该 出 现 的 秩序 。 现 在 我 们 要 看 看 它们 或 其 它 任 何 缺 乏 章 律 的 
过 程 是 如 何 与 对 初始 条 件 的 敏感 性 相 联 系 的 。 

精确 定义 有 时 会 带 来 麻烦 。 当 我 们 用 对 初始 条 件 的 敏感 的 依 
赖 性 定义 混沌 时 ,可 能 已 感到 难于 判断 某 种 现象 是 否 混沌 。 

弹 球 回 应 无 问题 。 设 我 们 已 观测 到 一 个 球 在 某 个 “初始 时 刻 ” 
的 位 置 和 速度 , 则 我 们 很 容易 在 几乎 相同 位 置 上 以 几乎 相同 速度 
驱使 另 一 球 滚动 ,然后 观测 其 是 否 沿 几乎 相同 的 路 径 运行 。 若 前 面 
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的 分 析 正 确 , 则 这 里 就 应 是 否定 的 答案 。 而 当 我 们 的 系统 是 迎风 招 
展 的 旗帜 时 ,就 无 法 进行 类 似 分 析 了 .我们 或 许 能 借助 高 速 摄像 机 
录 下 旗帜 行为 的 片断 , 却 难于 恢复 旗帜 在 某 个 特定 曝光 时 刻 的 形 
状 一 一 有 劲 风 时 尤其 如 此 ,更 不 要 说 使 旗 上 各 点 以 适当 速度 运动 
T. 


RUER ATETA AETR EA E E , PIH Ak BT 
LEPRA. MEOR TROT AEREA FATE 
内 在 原因 ,还 可 借助 电扇 来 做 。 但 无 论 如 何 ,我 们 已 引入 了 非 同 寻 
常 的 初始 条 件 一 一 因为 微风 中 的 旗帜 通常 不 会 崩 紧 ,而 这 样 的 初 
始 状态 可 能 导致 非 同 寻 常 的 演变 ,我 们 检验 混沌 的 试验 也 因而 变 
得 无 效 了 。 

幸好 还 有 一 条 捷径 通 往 歌 扬 的 旗帜 这 类 系统 ,这 就 是 寻找 前 
律 。 为 证 实 这 点 ,我 们 先 要 解释 某 些 动力 系统 的 一 个 特殊 性 质 , 即 
REHE, i 

设 在 高 尔 夫 球 的 某 轮 中 你 来 到 你 所 偏爱 的 侧 边 球 穴 击 球 点 并 
把 球 打 进 场地 。 你 能 把 第 二 个 球 打 到 第 一 个 球 旁 1 英尺 范围 内 
吗 ? 或 许 不 能 。 即 使 没有 风 , 这 也 需要 太 大 的 肌肉 控制 力 ,况且 球 
的 弹性 也 不 见得 相同 。 但 假使 你 有 几 口 袋 球 并 接连 击 打球 ,那么 总 
会 有 一 球 落 到 前 面 击 出 的 某 个 球 旁 1 英尺 范围 内 ,尽管 不 必 是 第 
一 个 球 旁 .这 倒 并 非 因为 你 的 技能 在 这 一 天 有 所 长 进 了 ,而 仅仅 是 
因为 那个 场地 ,或许 还 得 加 上 几 个 坑 和 一 个 水 池 , 不 能 保证 大 量 球 
都 落 在 各 自 1 英尺 外 的 地 方 。 即 使 要 求 两 个 落 球 点 相距 1 厘米 或 
更 小 ,上 述 结论 仍然 成 立 ,只 要 让 球 童 在 你 继续 击 球 前 拿 开 前 一 落 
球 并 做 上 标记 即 可 。 当 然 为 此 你 需要 更 多 口袋 的 球 。 

球场 表面 是 二 维 的 一 一 其 中 任 一 点 均 可 由 其 距 奖杯 的 距离 和 
方向 来 确定 ,场地 面积 又 有 限 .许多 动力 系统 像 球场 上 的 高 尔 夫 球 
一 样 ,其 状态 可 由 有 限 个 变量 值 决定 ,每 个 变量 都 在 严格 的 界限 内 


* 1 ÆR =0. 3048 米 一 一 编者 注 
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变化 。 只 要 对 这 种 系统 观测 足够 长 时 间 ,就 总 能 发 现 某 个 状态 近 于 
重 现 了 先前 已 出 现 过 的 状态 ,而 这 仅仅 是 因为 互 不 相似 的 状态 数 
目 有 限 。 必 能 出 现任 意 接 近 的 , 即 比 任何 给 定 程度 还 要 接近 的 重 现 
状态 的 系统 被 称 为 是 紧 致 的 。 

从 实用 的 角度 看 ,上 述 的 旗帜 就 是 一 个 紧 致 系统 .旗帜 台 扬 时 
的 弯曲 通常 很 像 微 浪 . 我 们 把 旗帜 分 成 许多 小 格子 ,并 用 各 格 点 的 
位 置 和 速度 来 定义 其 状态 ,如 果 这 是 一 幅 美 国 星 条 旗 的 话 ,那么 星 . 
HT aT sta 但 我 们 并 不 用 到 旗 上 每 一 点 。 在 这 种 定义 
下 ,终究 会 出 现 两 种 十 分 相似 的 状态 ,通过 适当 内 插 还 可 发 现 : 在 
SSHRC MOL E IE RS ER LAST, 

我 们 那个 弹 球 器 则 不 是 紧 致 系统 。 一 个 弹 球 在 运行 中 不 必 也 
不 能 出 现 重复 状态 ,因为 摩擦 力 总 在 减缓 球速 。 弹 球 所 能 重复 或 维 
持 其 速度 的 唯一 方式 就 是 滚 向 机 器 的 底 端 .然而 ,我 们 很 容易 刻画 
出 一 个 略 经 修改 的 系统 ,其 中 近似 的 重 现状 态 是 不 可 避免 的 。 

设想 有 个 很 长 的 弹 球 器 ,可 以 把 它 安置 在 当地 杂货 铺 外 一 条 
略微 倾斜 的 人 行道 上 ,有 一 个 街区 那么 长 。 把 它 分 成 若干 段 ,比方 
说 每 段 1 米 , 段 内 槽 针 分布 都 一 样 。 若 有 两 球 在 不 同 段 内 占有 同样 
的 位 置 并 以 相同 速度 (速率 和 方向 ) 运 行 ,那么 它们 的 完整 路 径 也 
应 相同 。 从 实用 的 目的 说 ,该 系统 的 状态 可 由 弹 球 在 段 内 某 关键 点 
(例如 段 内 最 高 的 槽 针 ) 的 速度 和 位 置 来 定义 。 这 些 变量 都 在 一 定 
范围 内 变化 .从 而 只 要 那个 街区 足够 长 , 某 个 先前 状态 就 必 将 会 近 
似 地 再 现 。 

图 3 显示 了 计算 出 的 一 个 球 的 球 心路 径 ,该 球 在 狭长 的 机 器 
里 经 过 了 80 个 槽 针 。 机 内 空间 仅 有 两 球 宽 。 槽 针 被 安插 在 离 边 四 
分 之 一 个 宽度 处 .这 个 长 机 器 被 分 成 四 条 显示 ,最 右边 那 条 包含 头 
20 个 槽 针 , 向 左 依次 延伸 。 图 的 垂直 尺度 已 被 压缩 ,就 像 用 肉眼 在 
机 器 上 方 一 段 距离 处 观看 似 的 ,从 而 机 器 顶部 圆 弧 看 起 来 像 椭圆 
弧 似 的 , 球 下 的 那 块 面积 也 像 似 被 压 扁 了 。 为 便于 研究 ,你 可 把 该 
图 逆 时 针 转 四 分 之 一 圈 并 把 球 路 当 作 曲线 图 来 看 。 显 然 有 约 三 分 
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图 3 延长 的 弹 球 器 及 其 中 一 球 之 球 心路 径 。 为 显示 方便 把 机 器 分 为 四 
条 ,左边 条 接 在 右边 条 之 后 .垂直 尺度 已 被 压缩 ,从 而 球 从 上 挤 击 模 
针 时 看 起 来 比 从 侧面 撞击 模 针 时 要 更 接近 醒 针 些 


之 一 的 槽 针 没 被 磁 到 ,但 在 槽 针 上 反弹 次 数 多 于 在 边 墙 上 反弹 次 
数 。 

我 们 发 现 第 三 条 头 七 个 槽 针 段 的 球 路 近似 重复 了 第 二 条 同 段 
球 路 ,在 这 次 计算 所 用 到 的 初始 条 件 下 ,我 们 所 期 待 的 近似 再 现在 
前 40 个 槽 针 段 就 发 生 了 。 如 果 机 器 空间 不 像 目前 这 般 极 端 有 限 从 
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而 弹 球 位 置 不 受 如 此 局 限 的 话 , 那 我 们 就 需 元 长 得 多 的 等 待 ,但 也 
无 需 永 久 等 待 。 

现在 假设 某 个 紧 致 系统 ,或许 是 加 长 的 弹 球 器 或 许 是 面 旗帜 ， 
它 不 是 混沌 的 ,就 是 说 , 它 不 具备 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 。 再 
假设 某 个 “初始 ”状态 在 10 秒 后 又 近似 再 现 了 ,当然 也 可 设 其 在 1 
小 时 或 更 长 时 间 后 再 现 。 从 那 一 刻 起 ,系统 行为 将 近似 地 再 现 前 
10 秒 的 情景 ,下 个 10 秒 又 会 近似 再 现 这 个 10 秒 的 情景 。 如 此 循 
环 往复 ,系统 的 行为 就 成 为 周期 的 , 即 某 种 特殊 形式 将 不 断 重复 发 
生 , 本 例 中 是 每 隔 10 秒 就 重复 一 次 ,也 可 能 不 会 出 现 真 正 的 10 秒 
周期 ,因为 即使 第 十 个 10 秒 近 似 再 现 第 九 个 10 秒 , 第 九 个 10 秒 
又 近似 再 现 第 八 个 ,如 此 等 等 , 那 第 十 次 也 不 见得 特别 接近 第 一 次 
情景 。 这 种 情况 下 ,系统 被 称 为 是 准 周 期 的 。 如 果 一 个 紧 致 系统 既 
非 周 期 的 也 非 准 周 期 的 , 那 它 就 应 是 混沌 的 。 

图 3 所 示 的 个 例 中 ,假如 其 行为 不 是 混沌 的 , 则 第 二 和 第 三 条 
上 半 段 间 的 小 差异 不 会 被 放大 ,两 条 后 半 段 也 应 近似 相同 ,进而 第 
四 条 亦 应 类 似 于 第 三 条 。 但 实际 上 弹 球 在 第 四 条 一 开始 就 击 中 了 
模 针 而 又 略 过 了 第 二 个 槽 针 , 这 正好 与 第 三 条 情形 相反 。 第 四 条 没 
有 重复 第 三 条 情形 这 一 事实 ,或 更 一 般 地 说 是 球 路 既 非 周期 也 非 
准 周期 这 一 事实 ,充分 说 明 弹 球 行为 是 混沌 的 。 

再 回 到 飘扬 的 旗帜 ,我 们 知道 可 以 不 必 使 用 照相 ,也 不 必用 其 
它 可 能 揭示 混沌 的 手段 。 如 果 近 似 再 现 确实 会 在 10 秒 钟 而 非 1 小 
时 或 更 长 时 间 内 发 生 的 话 ,最 简单 的 方法 是 只 需 去 听 听 那 接连 不 
PAHOA ,并 注意 其 是 否 存在 有 规律 的 韵律 或 是 否 是 “随机 ?发 
生 的 。 我 想 实际 上 关于 随机 发 生 事件 的 通俗 定义 就 是 指 其 变化 形 
式 无 法 分 辩 的 事物 ,而 不 是 指 其 变化 对 初始 条 件 的 敏感 的 事物 ,这 
种 敏感 性 是 不 易 测 量 的 。 其 实 人 们 有 时 就 用 缺乏 周期 性 而 不 用 对 
初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 来 定义 混沌 .但 要 注意 ,如 果 系 统 不 是 紧 
致 的 ,从 而 并 不 必然 存在 近似 再 现 , 那 么 即使 它 缺乏 周期 ,也 不 能 
保证 它 具 有 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 。 
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“混沌 ? ,作为 非 周 期 行为 的 一 个 标准 术语 ,似乎 是 在 1975 年 
开始 得 到 大 力 宣扬 的 。 当 时 马里 兰 大 学 的 T. Y. Li( 李 天 郑 ) 和 上 本 
Yorke (约克 ) 发 表 了 一 篇 上 前 广 为 引用 的 论文 ,标题 很 简 炼 ,就 叫 
“周期 3 意味 着 混沌 ”在 映射 中 ,一 个 具有 周期 3 的 序列 是 指 其 中 
任 一 状态 与 三 个 时 刻 前 的 状态 相同 而 不 同 于 一 、 二 两 个 时 刻 前 的 
状态 。 由 此 类 推 来 定义 具有 其 它 周 期 的 序列 。 这 两 个 作者 发 现 :对 
某 类 差分 方程 而 言 ,存在 周期 3 的 特 解 就 意味 着 还 存在 一 个 无 限 
的 周期 解 集 ,其 中 包含 各 种 可 能 周期 一 一 周期 1.2、3、4…… 等 等 ， 
同时 还 存在 一 个 无 限 的 非 周期 解 集 . 这 种 情况 下 ,各 种 可 能 的 行为 
均 可 发 展 , 这 似乎 贴近 非 专 业 意 义 上 的 混沌 定义 。Li 和 Yorke 是 
否 意 在 引入 一 个 新 的 专业 术语 , 尚 不 清楚 。 

他 们 或 许 确 有 此 意 。 在 随后 风 年 内 这 一 术语 日 益 频 繁 地 出 现 。 
至 1987 年 , 当 它 成 为 Gleik 的 畅销 书 标题 中 的 关键 词 时 , 它 已 获 
得 永久 的 确认 。 

在 “混沌 ? 变 为 一 个 科学 术语 的 过 程 中 , 它 也 吸取 了 一 个 多 少 
有 点 不 同 的 含义 。Li 和 Yorke 用 它 表 示 这 样 一 些 方程 组 ,这 些 方 
程 组 至 少 包含 一 些 非 周 期 解 ,即使 有 时 它们 大 多 数 解 是 周期 的 .在 
目前 被 称 为 混沌 的 系统 中 ,大 多 数 初始 条 件 会 引出 非 周期 行为 , 仅 
个 别 特例 会 导致 周期 性 ,我 把 Li 和 Yorke 意义 上 的 混沌 称 为 有 限 
混沌 ,而 把 那些 与 之 相 区 别 的 混沌 称 为 完全 混沌 。 

你 可 能 会 问 :与 < 多 数 ” 解 不 同 的 “少数 ， ' 解 在 数量 上 是 无 限 的 
这 一 点 是 何 意 ? 其 实 这 种 情况 很 普遍 。 可 以 考虑 一 个 方块 及 其 对 
角 线 为 例子 .对 角 线 上 点 的 数目 无 限 ,但 方块 中 多 数 点 显然 落 在 对 
角 线 以 外 的 区 域 。 

如 果 你 用 此 方块 作 镖 靶 且 你 的 镖 头 无 穷 失 锐 , 那 你 能 击 中 的 
点 数 会 有 无 限 多 ,如 果 你 所 瞄准 的 仅仅 是 整个 镖 靶 并 且 能 击 中 它 ， 

«18* 


第 一 章 ”混沌 一 警 


那 你 击 中 对 角 线 附近 一 罕 条 的 机 会 就 很 小 , 击 中 更 罕 一 条 区 域 的 
机 会 会 更 小 ,而 击 中 精确 地 落 在 对 角 线 上 一 点 的 概率 会 小 于 任何 
你 能 给 定 的 正 数 。 数学 上 称 此 为 零 概率 。 当然 , 零 概率 不 等 于 不 可 
能 , 击 中 对 角 线 上 一 点 和 其 它 点 的 可 能 性 是 一 样 的 。 

在 有 限 混 沌 中 ,发 生 非 周 期 行为 正如 击 中 方块 对 角 线 上 一 点 
那样 ,是 可 能 的 ,但 概率 为 零 , 在 完全 混沌 中 ,发 生 周期 行为 的 概率 
A 

另外 还 有 一 个 有 关 的 现象 ,专业 术语 叫 不 稳定 平衡 , 它 与 完全 
混沌 和 有 限 混 沌 不 同 的 是 很 久 以 来 大 家 已 对 这 种 现象 很 熟悉 , 尽 
管 不 知道 它 的 专业 名 称 。 若 你 试图 让 削 尖 的 铅笔 立 起 来 ,那么 在 任 
何 情况 下 你 都 会 发 现 从 你 撒手 到 它 倒 在 桌 上 不 会 超过 1 秒 。 简 单 
计算 表明 一 支 铅笔 立 2 秒 的 可 能 性 只 有 立 1 秒 的 可 能 性 的 几 百 万 
分 之 一 ,而 立 3 秒 的 可 能 性 更 小 ,只 有 立 1 秒 的 可 能 性 的 几 万 亿 分 
之 一 。 如 果 现 在 活着 的 人 都 毕生 致力 于 让 削 尖 的 铅笔 立 起 来 , 那 仍 
然 极 小 有 可 能 使 哪怕 一 枝 笔 立 6 秒 。 当 然 如 果 你 的 笔头 不 太 尖 的 
话 , 你 的 运气 会 稍 好 。 

但 是 ,理论 指出 :一 支 完 全 垂直 立 起 的 笔 将 永远 立 着 , 它 处 于 
平衡 中 。 平 衡 态 是 指 随时 间 不 变 的 状态 。 如 果 一 个 与 之 略 有 差异 
的 状态 ,或 对 之 略 加 干扰 而 产生 的 状态 ,会 变 成 全 然 不 同 的 状态 
一 一 比如 倒 下 而 非 直立 的 铅笔 ,那么 这 个 平衡 就 是 不 稳定 的 ,如果 
微小 的 初始 扰动 不 导致 大 变异 , 则 它 是 稳定 的 。 平衡 概念 ,不 管 是 
稳定 平衡 或 不 稳定 平衡 ,都 可 以 拓展 为 包含 周期 行为 。 

直立 的 铅笔 是 不 稳定 平衡 系统 的 典型 。 现 实 中 笔 不 能 立 起 的 
原因 是 : 手 和 眼 都 不 能 分 辨 笔 是 完全 直立 还 是 有 或 许 十 分 之 一 度 
的 偏差 ,在 无 穷 多 貌似 直立 的 状态 中 选取 完全 直立 状态 的 数学 概 
率 为 零 . 况 且 现 实 中 即使 精确 达到 了 不 稳定 平衡 ,也 很 快 会 受到 干 
t. 

不 稳定 平衡 的 定义 与 对 初始 条 件 敏 感 依赖 性 的 定义 有 重要 的 
共同 点 一 -两 者 涉及 到 对 初始 小 差异 的 放大 。 仅 具有 若干 不 稳定 

. 19» 


混沌 的 本 质 


平衡 态 的 系统 和 混沌 系统 的 差别 在 于 :后 者 的 任何 状态 ,不 论 平衡 
与 否 ,其 与 邻近 状态 的 微小 差异 都 会 发 展 得 越 来 越 大 ， 

混沌 系统 可 以 具有 平衡 态 ,它们 必然 是 不 稳定 的 。 弹 球 器 中 这 
种 状态 出 现 于 弹 球 沿 坡 面 径直 抵达 某 个 模 针 时 。 轻 微 扰动 可 导致 
球 从 左 或 右面 滑 离 模 针 。 

看 来 我 在 寻求 更 大 更 好 的 弹 球 器 时 ,忽略 了 一 个 最 简单 的 例 
子 。 考 虑 一 个 物体 在 水 平面 上 无 摩擦 地 运动 ,这 等 效 于 一 个 无 权 
针 、 无 坡度 无边 墙 的 弹 球 器 。 物 体 将 以 恒定 速度 径直 远 行 。 若 对 
其 速率 和 方向 施 以 小 干扰 ,其 最 终 位 置 将 远离 无 干扰 时 应 到 达 的 
位 置 。 | 

我 们 能 称 此 为 混沌 吗 ?尽管 有 对 初始 条 件 敏感 的 依赖 性 , 却 没 
有 不 规则 或 貌似 随机 的 行为 .所 有 可 能 路 径 均 为 直线 ,可 由 简单 数 
学 公式 表示 .逻辑 上 似乎 可 推论 :我们 用 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 
作 的 那个 原始 定义 还 缺乏 一 些 基 本 的 限制 ,因为 它 只 抓 住 了 具有 
多 种 独特 性 质 的 混沌 的 一 个 方面 。 

有 许多 方式 可 使 该 定义 更 易于 被 接受 ,其 中 有 一 种 特别 简单 。 
以 无 摩擦 滑行 为 例 的 动力 系 动 中 , 某 些 量 自 初 始 被 确定 后 就 永 运 
不 变 ,它们 其 实 是 该 系统 的 一 些 常量 。 本 例 中 速度 是 常量 。 若 有 两 
相近 物体 具有 相同 速度 一 速率 和 方向 ,其 初始 状态 仅 在 位 置 上 
有 所 差异 ,那么 它们 决 不 会 分 离 。 

现在 我 们 就 能 修改 混沌 定义 了 ,为 此 ,首先 我 们 把 那些 在 系统 
演变 无 干扰 时 维持 不 变 的 量 定义 为 有 效 常量 ,当然 有 干扰 时 它们 
可 以 改变 .对 无 摩擦 滑行 于 水 平面 上 的 物体 而 言 ,速率 和 方向 是 有 
效 常量 ;对 于 无 摩擦 滑行 于 滚 简 里 的 物体 而 言 ,速率 和 方向 在 变 ， 
但 总 能 量 是 有 效 常 量 。 然 后 我 们 要 区 分 两 类 不 同 的 初始 条 件 变化 ， 
一 类 确实 改变 了 至 少 一 种 有 效 常量 , 另 一 类 则 不 。 前 者 叫 外 来 的 ， 
后 者 则 是 内 在 的 。 

现在 被 重新 定义 的 混沌 系统 是 指 敏感 地 依赖 于 初始 条 件 的 内 
在 变化 的 系统 。 对 于 外 来 变化 的 敏感 性 本 身 并 不 意味 着 混沌 。 同 
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时 ,我 们 可 能 还 希望 修改 关于 如 何 构成 尘 纯 动力 系统 的 看 法 , 即 认 
为 :如 果 我 们 已 改变 了 某 个 有 效 常 量 的 企 ,我 们 也 就 已 把 原 系 统 变 
成 了 另 一 个 系统 。 这 样 , 新 的 混沌 定义 等 价 于 :对 同一 系统 内 变化 
的 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 .对 于 不 含有 效 常 量 的 系统 ,例如 加 长 
的 弹 球 器 ,所 有 变化 都 必然 是 内 在 的 ,从 而 修正 的 定义 与 原 定义 一 
样 。 对 于 许多 其 它 系统 ,例如 无 摩擦 滑行 物 ,修正 的 定义 一 一 即 对 
内 在 变化 的 敏感 依赖 性 一 一 将 是 更 易于 被 接受 的 结果 。 

我 们 是 否 已 对 一 种 足以 引人入胜 并 成 为 一 门 普 遍 科 学 理论 主 
题 的 现象 有 了 一 个 初步 印象 了 呢 ? 或 许 很 少 人 会 关心 旗帜 对 扬 是 
混沌 的 还 是 有 韵律 的 。 弹 球 六 戏 中 的 混沌 对 于 正经 想 严 钱 的 人 来 
说 是 重要 的 ,也 是 令 人 泪 吕 的 ,而 心脏 跳动 中 发 生 的 混沌 则 涉及 到 
我 们 所 有 的 人 。 
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运行 中 的 混沌 


弹 球 冀 是 我 们 能 用 完全 定性 的 推理 导出 其 混沌 性 质 而 不 必 担 
心 会 误 入 歧途 的 少 有 的 动力 系统 之 一 。 但 弹 球 击 中 槽 针 并 回 弹 时 
形成 的 球 路 急 转 一 一 即 图 1 中 那 种 十 分 显眼 的 特征 一 一 却 不 利于 
作 详 细 的 定量 考察 。 让 我 们 设想 一 个 日 常熟 知 而 又 有 点 像 弹 球 器 
那样 的 系统 ,其 变化 较 缓 同 时 又 易于 展示 混沌 的 许多 基本 性 质 , 但 
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我 们 还 不 能 很 快 把 它 说 清楚 。 新 系统 仍 是 个 斜坡 , 球 或 其 它 物体 可 
在 其 上 深 落 或 滑 下 ,但 不 设 槽 针 或 其 它 障碍 以 保证 物体 平缓 下 落 ， 
Bk MER 

如 果 我 们 的 斜坡 仅 是 个 单纯 的 倾斜 平面 , 那 就 不 能 指望 出 现 
混沌 ,除非 下 落 物 是 椭 球 形 的 天 皇 式 台球 。 让 我 们 在 斜面 上 散布 些 
平缓 的 圆 丘 , 它 们 可 以 像 弹 球 器 里 模 针 那样 分 布 -一 比如 像 图 1 
那样 一 但 其 效果 不 同 。 物 体 不 是 正 对 着 向 圆 丘 移 近 时 确 会 像 弹 
球 掠 过 模 针 时 那样 改变 方向 ,但 物体 正面 遭遇 圆 乒 时 却 会 缓 缓 越 
过 而 不 是 反弹 。 我 们 希望 发 掘 出 这 样 一 个 具有 混沌 行为 的 系统 ,如 
果 它 的 确 存在 的 话 。 

为 此 我 们 可 采用 通俗 的 办 法 ,比如 到 乡村 旅行 , 找 个 布 满 圆 丘 
的 斜 破 ,其 上 没有 树 或 砾石 等 障碍 ,以 避免 弹 球 器 里 模 针 那样 的 效 
应 .然后 让 一 个 足球 滚 下 并 观察 其 运动 ,这 时 一 条 不 规则 弯曲 的 路 
径 并 不 见得 表示 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 ,因为 圆 丘 及 其 倾斜 度 
不 一 定 是 规则 分 布 的 .这 样 ,我 们 就 不 得 不 直接 通过 考察 对 初始 条 
件 的 敏感 依赖 性 (而 不 是 考察 韵律 ) 来 辨别 混沌 .为 此 ,我 们 又 要 从 
同一 地 点 放下 若干 是 球 以 观察 其 路 径 同 否 ,并 希望 任何 看 得 出 的 
路 径 离散 不 是 由 于 那 无 法 观察 的 阵风 造成 的 .为 消除 风 的 影响 ,我 
们 可 以 使 用 滚 森 球 , 不 过 我 们 可 能 会 厌烦 一 次 次 地 把 滚 木 球 搬 上 
坡 来 。 

因而 ,我 们 可 能 宁愿 回 到 实验 室 构造 自己 的 斜坡 ,让 所 有 相同 
的 圆 丘 均匀 地 分 布 其 上 .斜坡 可 放 在 桌子 上 ,滚动 物 可 以 是 一 枚 弹 
子 。 像 足球 一 - 样 ,弹子 也 会 因 圆 丘 而 改变 方向 ,但 现在 没有 任何 东 
西 会 阻碍 它 作 周 期 运动 。 只 要 路 径 不 规则 ,就 可 怀疑 发 生 了 混沌 。 
LEE ,也 可 比较 多 枚 弹子 的 路 径 。 

如 果 我 们 偏好 数学 ,还 可 以 从 实验 室 转 到 计算 机 ,我 们 能 用 数 
学 公式 表示 地 形 ,无 需 真 去 建立 斜坡 ;还 能 通过 解 方 程 来 描写 运动 
方式 的 变化 ,不 必 看 着 物体 滑落 斜坡 。 让 我 们 仔细 看 看 在 图 4 中 我 
们 预期 的 这 个 斜坡 上 会 发 生 什 么 。 图 4 是 该 斜坡 一 个 截 体 的 侧 视 
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图 . 圆 丘 或 许 会 让 人 联想 起 滑雪 坡 上 的 雪 丘 ,我 也 正 想 选取 一 个 和 
典型 滑雪 坡 尺 寸 相 当 的 斜坡 ,尽管 计算 机 可 同样 方便 地 处 理 任 何 
其 它 尺 寸 。 对 那些 远离 滑雪 区 生活 的 人 ,我 应 说 明 一 下 ,这 里 的 雪 
丘 既 非 东方 的 统治 者 也 非 雪 中 探险 的 工业 巨头 ”。 请 留意 图 5, 你 
或 许 刚 能 看 出 一 个 孤独 的 滑雪 者 正在 应 付 那 无 所 不 在 的 雪 正 ,这 
是 科罗拉多 州 爱 情 山 谷 滑雪 区 的 一 个 富有 挑战 性 的 雪 坡 , 叫 猫 鸣 
坡 . 雪 于 分 布 很 规则 ,尽管 尚未 规则 到 可 用 简单 数学 公式 表示 的 程 


图 4 雪 坡 模型 片断 的 侧 视图 


由 于 我 们 的 物体 将 连续 运动 而 非 跳跃 , 故 有 关 方 程 应 是 微分 
方程 组 它们 是 牛顿 运动 定律 之 一 的 数学 符号 表述 ,该 定律 是 说 粒 


。 雪 丘 英文 mogul 的 另 两 个 更 基本 词义 是 古代 征服 印度 的 蒙古 人 和 具有 极 大 权 
力 的 人 物 一 一 译 者 注 
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图 5 SS REDS E 


子 的 加 速度 一 一 即 速度 的 变 率 一 一 等 于 作用 于 粒子 的 合成 力 除 以 
粒子 质量 。 复 杂 物 体 可 被 祝 为 许多 粒子 的 集合 体 。 附 录 2 给 出 这 
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组 方程 的 数学 演示 。 

球 等 物体 滚 落 斜坡 时 会 获得 很 大 旋转 力 , 为 避免 数学 上 的 复 
杂 ,我 假定 我 们 的 物体 是 滑行 物 。 它 可 以 是 滑雪 者 口袋 里 掉 出 的 一 
块 平整 糖 块 ,或 是 块 自由 的 滑雪 板 ,但 不 能 是 个 滑雪 老手 ,我 把 它 
简称 为 板 。 板 的 运动 受 三 个 力 的 合成 作用 。 一 为 重力 ,垂直 向 下 ; 
二 为 摩擦 阻力 ,与 速度 反 向 ;再 就 是 斜坡 对 板 的 支撑 力 , 甜 直 于 坡 
面 , 它 部 分 抵消 重力 使 板 保持 滑动 , 既 不 陷入 也 不 脱离 坡 面 。 

实验 室 模型 必然 是 真实 的 物理 系统 ,尽管 它们 未 必 像 自然 界 
中 遇 到 的 任何 系统 。 但 数学 模型 则 很 少 能 完全 复制 现实 的 。 真 的 
板 有 韧性 ,其 倾角 可 变 。 但 在 雪 坡 模型 中 我 们 要 忽略 这 些 可 能 性 ， 
并 把 板 当 作 一 个 粒子 处 理 。 为 简便 起 见 还 选择 了 特别 简化 的 摩擦 
形式 ,让 阻力 和 板 速率 成 正比 一 一 速率 加 倍 ,阻力 就 加 倍 。 换 言 之 ， 
若 定 义 阻尼 时 间 为 速率 和 摩擦 减速 率 之 比 , 则 为 简便 起 见 , 让 阻尼 
时 间 为 常数 。 其 倒数 即 摩 擦 系数 也 就 是 参数 。 这 样 就 很 容易 构造 
出 一 组 微分 方程 ,其 解 可 用 于 描述 板 的 运动 。 

假如 使 摩擦 随 斜 坡 对 板 的 支撑 力 变化 ,我 们 的 模型 会 更 切合 
实际 些 , 例 如 , 当 板 滑 越 雪 丘 而 近 于 要 腾空 时 ,摩擦 会 大 大 减弱 .还 
可 模拟 风 的 阻力 .然而 ,这 些 精细 的 处 理 不 大 可 能 有 什么 本 质 的 影 
响 。 

对 实验 和 计算 研究 有 许多 不 同 原则 。 我 们 总 想 使 实验 室 试验 
尽量 精细 ,但 有 时 忽略 一 些 测 量 也 能 获得 答案 。 在 计算 机 试验 中 首 
先 要 做 的 是 给 各 有 关 量 赋 以 初 值 。 

我 们 的 模型 包含 很 多 参数 。 从 而 我 们 要 从 一 组 无 限 多 的 动力 
系统 中 选 定 一 个 。 我 们 已 指出 ,改变 系统 参数 等 于 引进 一 个 新 系 
统 , 它 或 许 会 具备 一 种 新 的 典型 行为 一 一 试看 给 一 架 老 机 器 上 油 
降低 摩擦 系数 后 会 如 何 改善 其 性 能 。 所 谓 同一 族 动力 系统 是 指 除 
若干 参数 外 形式 类 似 的 系统 。 在 不 致 引起 混淆 时 ,我 们 常 把 一 族 动 
力 系统 当 作 一 个 动力 系统 。 

应 想到 如 下 的 可 能 性 :只 有 某 些 恰当 的 参数 值 组 合 才能 导致 
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混沌 。 这 里 的 参数 有 和 斜坡 平均 坡度 Se RA ERAK 
等 .重力 也 是 基本 参数 ,但 只 要 在 地 球 上 试验 ,其 数值 总 是 不 变 的 。 
弹 球 器 里 总 会 产生 混沌 ,而 新 模型 不 同 , 计 算 中 甚至 不 知道 如 何事 
先 确 定 能 导致 混沌 的 参数 值 组 合 , 只 有 通过 试验 来 寻找 ,或 许 头 次 
试验 就 找到 了 适当 的 值 ,或 许 要 试 多 次 ,或 许 根本 没 能 找到 并 进而 
源 言 (或 许 是 错误 的 断言 ) 该 模型 不 会 产生 混沌 。 

介绍 雪 坡 是 为 了 展示 混沌 的 基本 性 质 , 帮 我 要 从 一 系列 试验 
中 选取 各 种 值 。 为 方便 起 见 , 让 斜坡 朝 南 ,斜面 平均 向 南 每 4 米 落 
差 1 米 。 设 龟 在 斜面 上 画 个 大 棋盘 , 棋 格 宽 2 米 . 长 5 AES mP 
心 位 于 墨 格 中 心 , 如 图 6 所 示 ,图 中 还 显示 了 一 板 滑 落 斜 坡 的 可 能 
路 径 。 再 取 阻尼 时 间 为 2 秒 。 由 和 斜坡 地 形 的 数学 公式 ,日 棋 格 是 尘 
地 ,就 像 把 其 中 的 雪 挖 出 来 堆 成 了 周围 的 雪 丘 , 详 见 附录 2。 使 每 
一 雪 甘 比 在 它 东 边 和 西边 的 洼地 高 出 1 米 , 和 弹 球 器 一 梓 , 雪 坡 应 
当 无 限 长 , 才 可 能 是 完整 的 混沌 个 例 。 

由 于 下 面 我 们 会 频 楷 地 遇 到 模式 中 的 四 个 变量 ,故我 在 这 里 
要 给 每 个 变量 起 个 简洁 的 名 他, 这 些 名 字 可 以 用 单个 字母 表示 或 
它们 的 作用 类 似 于 微分 方程 或 解 方 程 用 的 计算 程序 里 那些 数学 符 
号 .以 采 洼 地 中 心 为 参考 点 , 令 滑板 相对 该 点 的 向 南 和 问 东 的 距离 
分 别 为 X MY. CREZ ERAMA EAU 和 了 .注意 , 若 从 西 
侧 看 这 个 斜坡 , 近 于 图 4 的 角度 来 看 ,或 相当 于 把 图 6 道 时 针 转 四 
分 之 一 峰 , 则 X 一 Y 就 像 通常 的 直角 坐标 系 了 ,。 另 一 种 做 法 是 把 殿 
组 上 相对 于 某 参考 点 的 距离 和 方向 以 及 速率 和 运动 方向 作为 四 个 
变量 ,但 这 样 在 数学 上 麻烦 些 ，。 

所 而 的 雪 锯 和 洼地 中 心 实际 上 是 那些 相对 于 倾斜 平面 的 最 高 
和 最 低 点 ,也 即 棋盘 格子 的 中 心 . 黑 格 内 真正 的 最 高 点 在 中 心 点 以 
北 1.5 米 处 :日 格 内 的 最 低 点 则 在 中 心 点 南边 1. 5 米 处 ;我 称 之 为 
高 扩 和 低 点 。 它 们 可 从 图 4 中 的 斜坡 截面 前 缘 来 判断 。 

为 进行 计算 , 先 得 给 计算 机 四 个 数 , 即 ALY 的 米 数 以 及 局 
和 VV 的 每 秒 米 数 。 然 后 计算 机 会 算出 许多 后 来 时 刻 的 量 值 ， 在 第 
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截 坡 距离 OK) 
图 6 模型 中 一 段 雪 坡 的 顶 视图 及 一 板 滑落 的 路 径 。 相 对 于 倾斜 平面 而 
言 , 黑 方块 区 较 高 而 白 方块 区 较 低 


一 个 例子 中 , 先 取 六、.Y.U MV 为 0.0、 一 0.5、4.0 和 2.0, 这 意味 
着 开始 板 位 于 洼地 中 心 西 边 半 米 处 向 东南 偏 南方 运动 。 板 的 运动 
路 径 如 图 6 所 示 。 
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7 七 块 板 路 径 , 它 们 在 同一 东西 向 起 跑 线 上 两 两 相隔 10 厘米 处 以 相 
同 速 度 出 发 。 萎 形 代 表 雪 丘 中 心 


为 了 解 板 的 下 滑 是 否 混 沌 ,我 们 转 癌 图 7, 它 显示 了 包括 图 6 
中 那 块 板 在 内 的 七 块 板 向 南 运行 30 米 的 路 径 . 所 有 板 都 以 相同 速 
率 和 方向 在 同一 东西 向 起 跑 线 上 开始 运行 ,起 跑 点 两 两 相隔 10 J 
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米 ,位 于 某 个 洼地 中 心 以 西 0. 8 一 0. 2 米 的 范围 内 。 因 雪 丘 而 改 向 
的 趋势 很 清楚 。 不 同 路 径 很 快 交 叉 起 来 ,但 交叉 点 上 状态 并 不 同 ， 
因为 各 和 目 速度 方 各 不 一 ,此 后 路 径 就 越 来 越 散 开 了 。 离 出 发 点 10 
米 处 ,初始 0. 6 米 之 差异 增 大 了 1 倍 多 ,至 25 米 处 已 增 至 10 倍 以 
上 上 。 显 然 ,路 径 敏 感 地 依赖 于 初始 位 置 ,运动 是 混沌 的 。 

正如 已 指出 过 的 那样 ,混沌 的 一 个 基本 性 质 为 :相近 状态 总 会 
散 开 ,不 论 其 初始 差别 多 小 ,图 8 中 七 块 板 最 初 位 于 一 洼地 中 心 以 
西 0. 503 到 0. 497 米 的 范围 ,依次 相隔 仅 1 SEK, RII Pw 
60 米 。 各 路 径 间 差别 开始 还 不 能 从 图 上 看 出 ,至 30 米 处 就 明显 
了 ,接着 就 和 图 7 一 样 迅 速 增 大 。 雪 坡 还 经 过 了 其 它 严 格 检验 。 看 
来 只 要 斜坡 足够 大 ,初始 差别 再 小 结论 都 一 样 。 

如 果 那 些 路 径 使 你 们 想起 了 滑雪 道 , 那 我 应 说 明 ; 它 们 不 是 熟 
练 滑雪 者 通常 愿意 选择 的 。 王 1 可 能 近似 于 你 摔 合 后 继续 滑行 时 
所 取 的 路 径 。 

那些 习惯 于 观察 自然 的 人 不 必 担 心 如 何在 1 毫米 间距 上 放 滑 
板 , 更 不 用 考虑 摔 倒 的 滑雪 者 。 我 们 是 在 考察 一 个 模型 , 它 和 大 多 
数 模型 一 样 忽 略 了 一 些 现 实 。 在 此 , 它 忽 略 了 滑行 物 尺寸 ,就 像 不 
切实 际 地 将 它 当 作 一 个 针头 那样 , 且 斜 坡 还 得 很 光滑 以 保障 针头 
不 停 地 滑行 .当然 可 以 写 一 套 新 的 计算 机 程序 ,来 处 理 不 同 尺 寸 和 
形状 的 滑行 物 , 但 这 需要 复杂 得 多 的 数学 分 析 。 

考虑 检验 混沌 的 另 一 途径 一 一 即 直接 观察 有 和 否 周 期 性 。 我 们 
来 看 看 图 9, 这 是 最 初 那 条 路 径 在 斜坡 上 延伸 至 600 米 的 图 像 。 显 
然 , 板 在 曲折 滑行 ,时 而 向 东南 时 而 向 西南 地 穿 揪 在 雪 丘 间 , 但 又 
并 非 在 等 间隔 时 间 上 出 现 方向 的 改变 。 我 们 来 看 看 能 从 这 种 行为 
里 得 出 什么 结论 

首先 ,我 们 关心 的 是 随时 间 的 周期 性 ,而 图 9 仅 显 示 了 下 滑 距 
ABN X 的 增长 。 需 要 说 明 : 由 于 板 总 在 下 滑 且 其 速率 变化 不 大 , 故 
距离 也 可 近似 地 度量 时 间 , 约 3. 5 米 等 于 1 秒 。 这 样 计 时 就 像 用 了 
一 个 时 快 时 慢 却 又 总 在 走 的 钟 。 
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8 在 同一 起 跑 线 上 党 东 西方 向 两 两 相隔 1 训 米 的 七 块 板 以 网 一 速度 
下 滑 的 路 径 


假如 整个 系统 是 周期 的 , 那 作为 系统 特征 之 一 的 这 个 钟 的 走 
速 也 应 如 此 ,而 用 此 钟 衡量 的 系统 变化 也 应 看 起 来 是 周期 的 ,下 滑 
过 程 没有 发 生 随 距离 的 周期 性 意味 着 系统 随 真实 时 间 也 缺乏 周期 
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性 。 

接着 要 注意 ,和 弹 球 器 一 样 ,滑板 在 其 上 下 滑 的 斜坡 不 是 紧 致 
系统 ,因为 X 可 无 限 增 大 ,Y 似乎 亦 然 。 但 只 要 稍 改 一 下 有 关 变 
量 ,系统 在 数学 上 就 成 紧 致 的 ,对 实际 系统 的 变量 作 点 改动 而 又 不 
改变 系统 是 可 能 的 .例如 ,用 速率 和 方向 表示 速度 而 不 用 其 向 南 向 
东 分 量 , 并 不 改变 原 系统 。 

就 目前 情形 ,我们 先 把 斜坡 划分 为 一 些 5 米 X4 米 的 撼 形 。 各 
矩形 包含 一 完整 的 白 棋 格 并 向 东西 两 侧 各 延伸 至 黑 棋 格 中 线 , 和 矩 
形 中 心 即 洼地 中 心 , 其 两 侧 边 中 点 即 雪 丘 中 心 。 再 用 小 写 的 工程 y 
代表 板 相 对 于 其 所 在 窍 形 中 心 向 南 和 向 东 距 离 , 这 是 两 个 新 变量 。 
大 部 分 时 间 里 x 会 持续 增 大 ,就 像 X 一 样 ,但 当 板 进入 下 个 矩形 
At 2 SM 2.5 跳 回 至 一 2.5, 同 时 yy 也 会 突 增 或 突 减 ?2 K, y 增 减 
取决 于 板 是 从 西南 角 还 是 东南 角 离 开 和 矩形 的 。 当 板 从 侧 边 越过 和 矩 
形 时 y 会 从 2. 0 跳 到 一 2.0 或 反之 , UAV 维持 原来 的 意义 。 册 
于 斜坡 在 各 和 矩形 内 形态 一 致 ,未 来 任 一 时 刻 zx、y.U 和 VV 值 都 可 由 
当前 值 决 定 而 无 需 知道 和 YY, 就 是 说 不 必 知 道 板 正 处 于 哪个 洼 
地 附近 。 这 样 , 和 站 及 zx 和 >y 都 在 有 限 范围 内 变化 ,新 系统 是 紧 
致 的 。 

我 们 因而 确定 了 一 -个 紧 致 的 数学 系统 ,其 中 U 和 YY 可 如 图 9 
所 示 那 么 变化 。 图 中 VV 之 正 负 分 别 表现 为 向 东南 入 向 西南 之 运 
动 .由 于 这 两 种 方向 的 运动 并 非 有 规律 地 交替 出 现 , 故 可 认为 至 少 
该 变量 肯定 不 是 周期 变化 的 ,从 而 即使 不 参考 图 7 和 8, 也 可 放心 
推断 : 板 的 行为 是 混沌 的 . 仅 有 的 另 一 种 情况 一 一 即 系统 周期 超过 
3 分 钟 或 在 X 上 超过 600 米 从 而 图 中 无 法 显示 一 一 似乎 也 是 不 大 
可 能 的 。 

图 9 PRHE ERRETIRA IXY 曲线 的 图 ,把 它 转 四 

分 之 一 圈 就 像 通常 的 曲线 图 了 ,从 效果 看 , 板 在 下 滑 时 就 在 给 自己 

画图 ,动力 系统 理论 的 许多 基本 概念 都 可 由 这 种 图 表示 ,但 不 都 是 

仅 就 一 个 变量 对 另 一 变量 而 作 的 。 我 们 经 常 关心 的 是 多 个 变量 在 
© 32-6 


o TTT 
50 J 

| 

100 J 

150 

200 4 
250 | 

X 
~ 3C0 j 
s ; 
B 1 
= 350 - 
p 

400 J 

450 i 

500 

550 ] 

500 

-30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 


RRES OK) 


图 9 板 在 模型 斜坡 上 滑行 600 米 的 路 径 。 注 意 南 北 尺度 被 压缩 , 像 是 从 
基线 处 看 斜坡 那样 


同一 时 刻 的 值 , 并 和 希望 用 二 维 以 上 的 图 ,甚至 就 以 系统 变量 数 作 维 
数 。 如 果 该 数 很 大 ,就 不 可 能 建立 预想 的 图 ,但 它 较 小 时 ,有 了 时 二 、 
三 维 的 图 也 能 满足 需要 。 
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作为 动力 系统 ,即使 同 粗糙 的 旗帜 飘扬 模型 相 比 , 雪 坡 也 是 很 
简单 的 , 它 只 含 四 个 变量 。 但 不 论 如 何 ,多 数 人 仍 不 易 看 出 四 维 空 
间 中 一 条 曲线 或 任何 其 它 图 形 。 : 

BEAM FRAT. He BRAC TET AE SL EE 
Fb ERE SAR i RRR et 
或 切断 绳子 ,就 不 能 解 开 中 间 的 结 。 解 结 理论 家 演示 说 :在 四 维 空 
间 能 解 开 类 似 的 结 而 无 需 把 绳 从 墙 上 放 开 ,从 效果 看 这 根本 就 不 
是 个 结 .这 个 发 现 似乎 不 无 道理 ,但 在 视觉 上 对 我 来 说 却 一 点 都 不 
明白 。 : - 

应 用 一 个 小 于 四 维 的 系统 是 方便 的 。 为 此 我 们 来 修改 一 下 雪 
坡 模型。 

物理 上 的 复杂 性 和 数学 上 的 复杂 性 并 不 是 一 回 事 。 改 变 一 个 
系统 使 之 物理 上 更 复杂 而 数学 上 较 简单 是 可 能 的 。 我 们 在 新 模型 
里 保留 原 有 雪 坡 但 用 雪 机 代替 板 . 雪 权 有 曾 而 无 导向 器 ,使 用 者 只 
能 用 闸 控 制 下 坡 速 率 U 为 常数 ,而 横向 速率 V 可 变 。 如 雪 丘 很 高 ， 
SERS. SRR. MRA ELS 
达 ,以 便 必 要 时 适当 加 速 。 

使 用 者 不 可 能 愿意 丧失 对 方向 的 控制 ,也 不 会 对 其 可 能 是 混 
沌 的 历程 感到 满意 ,为 保持 南 行 速率 哪怕 是 近似 地 不 变 , 他 也 必需 
大 量 练习 。 他 可 选 某 种 特殊 电器 以 便于 向 前 观察 斜坡 并 适时 利用 
病 和 马达 。 这 样 的 雪 机 在 物理 上 显然 比 普通 雪 枫 复 杂 得 多 。 设 计 
类 似 的 实验 室 模型 也 同样 复杂 ,而且 需 要 相应 的 电器 .但 新 系统 的 
计算 机 程序 却 比 原 程序 简单 ,其 较 大 的 优越 性 还 不 在 于 节省 机 时 ， 
而 在 于 : 原 变量 南 行 速率 0 现在 是 常数 ,从 而 新 系统 只 有 二 个 变 
E. 它们 可 以 是 飞 .Y ADV Rey 和 WV。 另外 ,下 少 距离 随时 间 均 
与 增长 ,从 而 那个 时 快 时 慢 的 钟 也 变 准 了 。 

和 原 系 统一 样 ,我 们 预计 并 非 所 有 参数 值 的 组 合 都 会 导致 混 
汪 。 现 在 参数 中 多 了 一 个 下 谓 束 率 U, 但 少 了 一 个 摩擦 系数 , 它 可 
由 雪 枫 使 用 者 用 闸 时 控制 ,数学 上 它 可 由 和 和 了 决定。 使 用 加 
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速 器 在 程序 中 表现 为 负 摩 擦 。 
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O BRER 

图 10 7 个 在 同一 东西 向 起 跑 线 上 两 两 相隔 10 厘米 处 以 同样 速度 出 发 的 
TRM 

在 本 例子 中 我 们 取 U 为 3.5 米 / 秒 一 一 这 近似 于 原 模型 的 平 

均 下 请 速率 ,其 它 参 数 保持 原 值 。 图 10 显示 了 ? 个 雪 榴 在 同一 起 
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跑 线 上 依次 相隔 10 厘米 处 以 同一 速率 出 发 后 的 情景 ,尽管 在 细节 
上 与 图 7 不 同 ,结论 却 一 致 :系统 是 混沌 的 。 


混沌 的 核心 


和 “混沌 ”一 起 正在 进入 科学 词典 , 旦 已 引起 广泛 兴趣 的 另 一 

表述 是 “奇怪 吸引 子 ”。 我 们 来 看 什么 叫 吸 引子 以 及 哪 种 吸引 子 看 
来 是 奇怪 的 。 

| 如 果 和 留意 一 下 某 种 已 为 人 们 熟知 的 现象 ,我 们 或 许 会 发 现 某 
些 容 易 想 象 的 行为 模 态 总 出 现 不 了 。 正 常 工作 的 钟 摆 决 不 会 时 而 
缓 时 而 紧 地 摆动 ,每 次 摆动 看 来 都 一 样 。 不 论 我 们 等 多 长 入, 旗帜 
在 恒定 的 微风 中 决 不 会 奔 拉 着 ,也 不 会 展开 来 僵 住 .檀香山 不 会 有 
接近 冰冻 的 温度 ,也 不 会 有 15% 的 湿度 。 从 而 ,任何 系统 中 反复 出 
现 或 反复 地 越 来 越 被 音 近 的 状态 是 个 很 有 限 的 状态 集 。 这 就 是 吸 
引子 集 。 

用 数学 模型 作 数 值 试 验 时 会 遇 到 同样 情况 。 我 们 可 自由 选取 
各 变量 有 意义 的 初 值 ,但 很 快 有 的 数值 或 数值 组 合 就 不 再 出 现 了 ， 
对 于 在 斜坡 上 以 男 定 下 滑 速 率 ( 即 7 X 3.5 K/PORBAHER, 
我 们 可 在 一 定 范围 内 选取 z 和 y 的 任意 初 值 以 及 横向 速率 V 的 
任意 初 值 。 计 算 表 明 ,Y 很 快 就 局 限于 一 5. 0 米 / 秒 到 5. 0 米 / 秒 的 
范围 。 

更 有 苏 者 ,本 来 连续 出 现 的 V 值 在 其 它 变 量 的 一 定数 值 条 件 
下 会 消失 .。 雪 枫 将 经 常 几 乎 径直 请 越 雪 丘 , 它 也 常 向 东南 或 西南 运 
行 ,但 只 要 它 正 在 越过 雪 丘 项, 就 会 变 得 几乎 径直 向 南 运动 。 对 示 
计算 机 ,这 意味 着 ; 当 工 近 于 0.0 而 y 近 于 一 2.0 或 2.0 时 ,Y Kj 
-证明 近 于 0.0, 选取 初始 条 件 时 可 能 引进 的 任何 过 渡 态 会 消失 ,其 
后 必然 出 现 的 那些 状态 就 构成 了 吸引 子 集 。 

对 吸引 子 的 兴趣 伴随 着 、 或 许 也 刺激 着 当前 对 混沌 的 兴趣 热 
潮 , 这 种 兴趣 部 分 地 起 因 于 某 类 具有 突出 外 表 的 吸引 子 一 一 “ 奇 
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怪 ” 吸 引子 。 吸 引子 只 是 一 系列 状态 ,奇怪 吸引 子 亦 然 。 特 别 当 变 
量 恰好 是 些 看 不 见 的 量 如 气温 和 气压 时 ,吸引 子 又 怎 能 有 什么 外 
表 呢 ? 有 的 。 只 要 我 们 用 某 种 图 形 来 表示 吸引 子 即 可 。 

前 面 说 过 ,有 时 我 们 希望 在 一 个 以 系统 变量 数 为 维 数 的 多 维 
空间 里 作 图 。 这 样 做 经 常 行 不 通 , 但 有 关 概 念 是 有 用 的 。 只 能 在 其 
中 作 这 种 图 的 那个 假想 的 多 维 空间 叫 相 空间 。 

相 空 间 中 的 点 代表 动力 系统 一 个 特定 状态 。 
aI MEAS ANEREN OR LEE 
状态 出 现时 各 变量 所 取 的 值 。 若 系统 是 一 个 流 , 则 其 方程 组 的 特 解 
可 用 曲线 表示 ,通常 称 之 为 轨迹 ,这 里 特 解 是 继 某 个 特殊 初始 状态 
之 后 的 状态 集 , 或 许 也 可 以 是 先 于 该 特殊 状态 的 状态 集 。 若 系统 是 
个 映射 , 则 特 解 可 由 一 串 点 表示 ,也 称 轨迹 。 吸 引子 可 用 一 个 简单 
或 复杂 的 几何 图 形 来 表示 。 

在 许多 研究 者 心目 中 ,吸引 子 与 其 在 相 空 间 的 图 像 表示 是 一 
回 事 . 在 他 们 的 术语 里 ,点 即 状态 ,轨迹 即 状态 的 时 间 序 列 , 而 吸引 
子 集 就 是 一 个 点 集 。 若 该 集 包含 一 簇 点, 它 就 是 那个 吸引 子 ; 若 它 
包含 几 艇 点 ,各 秘闻 又 不 存在 轨迹 ,那么 每 一 复 都 是 独立 的 吸引 
子 。 

有 时 吸引 子 可 以 是 单个 的 点 。 对 于 钟 摆 , 无 论 它 如何 开 始 运 
动 ,只 要 不 上 弦 , 它 总 会 停 下 来 垂直 悬挂 着 。 钟 摆 停 下 来 前 的 状态 
可 由 两 个 变量 决定 ,所 以 相 空 间 必然 是 二 维 的 , 即 一 平面 。 此 平面 
上 ,我们 用 一 点 相对 于 原点 的 水 平 距离 表示 摆 锤 相对 于 摆动 低 点 
的 水 平 距离 。 该 点 相对 于 原点 的 垂直 距离 则 不 表示 捍 锤 的 任何 重 
直 位 移 , 而 是 表示 摆 锤 速率 , 正 值 表示 向 右 摆 , 负 值 表 示 向 左 摆 。 这 
样 ,不 上 弦 的 钟 摆 吸引 子 将 是 该 面 上 一 点 , 即 原点 ,表示 静止 状态 。 

总 是 上 紧 弦 的 钟 摆 的 吸引 子 将 是 闭合 曲线 , 像 椭 贺 , 其 实 只 用 
适当 单位 度量 摆 锤 速率 ,比如 英里 * /小 时 或 厘米 / 秒 , 那 它 就 可 以 


* 1 英里 二 1. 6093 公里 一 一 编者 注 
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是 个 圆 ,圆心 在 原点 。 不 论 钟 摆 开 始 怎么 运动 , 它 很 快 会 达到 其 正 
党 行为 , 即 当 它 右 摆 时 其 状态 点 就 沿 上 半 个 圆 或 正 的 半圆 向 右 移 ， 
过 顶点 时 摆 锤 速率 最 大 ,而 当 它 左 摆 时 状态 点 将 沿 下 半 个 圆 或 负 
的 半圆 移 向 左边 ,如 此 作 顺 时 针 循 环 。 | 

许多 这 类 系统 不 会 有 很 大 的 变量 值 , 从 而 除了 过 渡 状 态 外 , 吸 
引子 集 的 点 不 会 离 原 点 很 远 。 就 是 说 它们 将 处 于 有 限 的 中 心 区 。 的 
确 , 它 们 构成 了 动力 系统 的 核心 。 | 

FRAKES RAD ry 和 V 作 其 三 维 相 空间 的 坐 
ht BS RFA POR BETA, Bes 自 一 2.5 延至 2. 5， 
y 自 一 2.0 延至 2.0, 因 为 它们 已 被 限定 在 这 些 范围 ,同时 V 自 
一 5. 0 延至 5.0, 因 为 除 过 渡 态 外 不 会 有 更 大 的 横向 速率 。 

许多 精致 的 计算 机 程序 能 画 三 维 物体 ,尽管 当 物 体 是 个 复杂 
的 吸引 子 时 它们 可 能 画 不 太 好 。 对 现 有 系统 ,我 们 采取 简单 的 办 
法 , 即 显示 那个 箱子 的 截断 剖面 .最 简单 的 剖面 即 平行 于 箱子 其 侧 
AAPA. MER z 为 常数 而 获取 这 样 一 个 剖面 ,其 上 
AV 随 y 的 分 布 图 。 相对 于 矩形 中 心 的 水 平和 和 懂 直 距离 分 别 表示 
癌 东 的 距离 和 速率 ,就 像 钟 面向 南 时 钟 摆 在 其 相 空 间 显示 的 那样 。 
在 吸引 子 痢 面 上 通 的 图 就 是 在 那个 矩形 上 标 上 大 量 点 的 位 置 ,这 
些 点 既 位 于 该 矩形 上 又 位 于 吸引 子 上 。 通 过 观察 吸引 子 上 若干 平 
行 的 剖面 ,就 能 很 好 地 了 解 其 三 维 结构 。 

开始 可 在 一 矩形 里 取 任 意 大 量 点 确定 为 预期 的 点 。 每 点 代表 
一 个 委 术 之 初始 状态 ,我们 在 xz 为 2.5 处 取 一 矩形 ,这 意味 着 所 有 
雪 枫 将 始 于 一 条 东西 向 起 跑 线 ,该 线 正 好 穿 过 一 洼地 及 其 南边 雪 
丘 间 的 中 点 。 图 11 左上 部 与 前 面 的 图 不 同 ,是 幅 相 空间 图 而 非 实 
际 画 面 , 它 包含 5000 个 随机 取 到 的 点 。 它 们 被 视 为 矩形 中 所 有 点 
的 一 个 样本 ,代表 雪 权 之 所 有 可 能 的 初始 状态 , 即 其 位 置 可 以 是 起 
跑 线 上 任意 处 ,其 向 东 速 率 可 以 是 一 5.0 米 / 秒 到 5.0 米 / 秒 间 任 
意 值 。 图 中 分 不 出 任何 形态 ,这 正 是 混沌 一 词 的 非 专 业 意 义 。 

接着 让 每 个 雪 权 下 降 5 米 ,从 而 zxz 又 为 2.5。 在 此 5000 点 有 
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了 新 的 位 置 和 速率 ,将 它们 点 在 图 11 左下 部 。 可 见 这 些 点 已 聚集 
到 一 个 带 两 个 细 长 辟 的 近似 椭圆 的 区 域 .更 大 的 区 域 是 空白 的 , 代 
表 那 些 过 湾 的 现 已 不 再 出 现 的 状态 。 左 右边 界 上 只 在 中 点 附近 很 
小 范围 有 点 ,这 些 点 上 V 近 于 0, 代表 雪 榴 近 于 向 正 南 运行 。 注 意 
如 在 图 中 部 画 条 水 平 线 , 那 线 上 将 有 两 段 没 点 。 


图 11 左上 部 随机 选取 的 点 代表 在 同一 起 跑 线 上 5000 FBR WR 
问 速率 和 位 置 。 左 下 、 右 上 和 和 右 下 部 分 别 代表 它们 沿 斜坡 下 滑 5、 
10.15 米 时 的 相应 速率 和 位 置 


右边 两 部 分 为 雪 权 下滑 了 10 KAN 15 米 时 出 现 的 情景 。 点 被 
吸引 到 越 来 越 狭长 而 扭曲 的 区 域 , 像 是 有 人 用 发 条 玩具 中 钥匙 类 


的 东西 在 不 断 顺 时 针 地 拧 剖 面 中心 部 分 ,同时 又 把 两 端 固 定 着 .每 
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个 新 点 阵 都 可 以 艇 入 前 一 个 。10 米 处 图 的 中 线 上 有 四 个 空白 段 ， 
15 米 处 则 变 为 八 个 空 日 段 。 

如 果 继 续 这 一 过 程 , 这 些 点 最 终 会 被 吸引 到 的 点 集 就 是 吸引 
FHA. AA 11 外 推 ,我 们 多 少 已 能 看 出 点 门道 。 这 个 点 集 
将 变 得 无 限 长 .无 限 细 .无 限 扭 曲 。 图 中 部 的 横 截 线 上 将 有 无 穷 多 
SAR , 空 月 之 间 存 在 点 ,这 些 点 又 会 被 更 多 空白 段 隔 开 。 

确定 吸引 子 剖 面 上 的 点 集 的 更 常用 办 法 是 取 一 初始 状态 并 点 
出 一 个 长 时 间 序 列 ,一般 应 略 掉 开 头 那些 可 能 代表 过 滤 状 态 的 点 。 
图 12 ER T ARER V 和 距离 y 的 一 万 组 序列 点 ,向 南 距离 X 
每 5 米 取 一 组 值 ,对 应 二 值 即 最 近 汗 地 中 心 以 南 的 距离 总 是 2. 5。 
利用 图 11 中 吸引 子 的 对 称 性 ,我 义 加 了 另外 一 万 点 。 决 不 要 介意 
一 个 50 公里 长 的 滑雪 坡 在 现 有 坡度 下 将 高 于 珠穆朗玛 峰 、 某 些 坡 
段 的 雪 会 比较 滑 演 些 等 等 .与 前 面 一样 ,我 们 是 在 研究 一 种 数学 抽 
象 。 现 在 这 张 图 就 是 吸引 子 剖 面 , 即 图 11 的 过 程 不 断 进 行 所 将 逼 
近 的 谢 面 。 看 来 它 明显 地 包含 许多 近 于 平行 的 曲线 。 其 中 颜色 深 
者 代表 较 频 党 出现 的 状态 ,看 似 断 续 的 点 链 则 为 不 常 有 的 事件 。 

与 图 11 一样 ,图 12 也 非 铺展 在 斜坡 上 的 某 种 现实 画面 , 它 仅 
是 一 张 图 .即使 著 中 水 平方 向 距离 代表 跨越 斜坡 的 距离 ,但 其 垂直 
距离 却 和 上 下 斜坡 距离 无 关 。 换 种 方式 来 表达 吸引 子 同样 是 合理 
的 。 

由 于 图 中 左右 边 上 的 点 代表 同一 状态 一 一 即 雪 权 恰 好 位 于 雪 
开 正 南 一 一 故 以 某 种 方式 将 它们 连 起 来 是 可 行 的 。 为 此 可 把 图 缠 
绕 在 柱 面 上 , 像 镀 头 标签 那样 .也 可 把 图 纸 卷 成 一 个 管 ,图 在 内 侧 ， 
再 回 管 里 看 。 这 样 看 到 的 图 多 少 有 点 像 图 13 一 一 同一 吸引 子 剖 面 
的 另 一 种 图 .这 一 新 形式 对 某 些 目的 是 较 方 便 的 ,对 其 它 目 的 则 不 
太 方 便 。 | 

我 们 已 找 出 其 吸引 子 的 这 个 系统 是 一 个 流 , 它 有 一 个 三 维 相 
空间 。 由 微分 方程 的 解 可 知 雪 权 滑 行路 径 是 连续 的 。 当 我 们 如 图 
11 那样 仅 在 斜坡 上 每 隔 5 米 来 看 雪 权 时 ,仅仅 是 在 一 些 特殊 时 刻 
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观察 它 。 因 而 ,正如 仅 在 撞击 槽 针 时 观察 弹 球 那样 ,我 们 把 流 变 成 
了 从 其 中 导出 的 映射 .该 映射 有 一 个 二 维 相 空 间 , 其 中 一 特定 时 刻 
Ny AV 值 完全 决定 下 时 刻 值 ,我 们 写 不 出 联系 前 后 时 刻 y 和 V 
的 差分 方程 ,但 是 并 不 需要 写 出 ,因为 通过 解 微分 方程 已 经 有 了 数 
值 解 。 

这 样 ,图 12 和 13 中 处 理 过 的 吸引 子 剖 面 就 是 个 完整 的 吸引 
子 一 一 映射 的 吸引 子 .把 流 变 换 为 具有 较 低 维 相 空 间 的 映射 ,是 由 
法 国 数学 家 H. Poincaré( 庞 加 莱 ) 引 入 的 办 法 ,也 是 其 研究 天 体力 
学 问题 所 用 的 新 颖 解法 的 一 部 分 。 被 他 称 为 截断 面 的 那个 剖面 现 
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图 13 在 男 一 种 坐标 系 看 到 的 图 12 的 剖面 。 内 外 贺 相 当 于 图 12 中 的 上 
下 边 。 从 内 立 向 上 至 外 圆 的 一 条 线 ( 没 画 出 来 ) 即 原 图 的 侧 边 界 


匀称 为 Poincaré 截面 , 因 截 面 而 产生 的 映射 叫 Poincaré 映射 。 

为 了 了 解吸 引子 的 三 维 透视 图 ,我 们 来 看 图 14, 其 中 有 九 个 
剖面 ,对 应 < 在 一 2.5 到 2.5 间 每 隔 5/8 米 取 一 值 。 容易 看 出 剖面 
特征 目 上 而 下 的 变化 ,一 条 连接 相似 特征 的 曲线 将 代表 一 个 雪 醒 
路 径 。 完 整 的 吸引 子 可 视 为 由 一 组 在 垂直 方向 伸展 开 的 近似 平行 
的 面 构成 ,在 各 截面 上 则 表现 为 近似 平行 的 曲线 。 显 然 图 形 自 上 而 
下 不 断 在 伸展 、 压 缩 和 扭转 。 最 底下 的 剖面 必然 和 顶 上 那个 一 样 ， 
只 需 把 左右 两 半 对 换 一 下 就 可 看 清 了 ,这 就 是 图 12 中 那个 剖面 。 
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Ald 雪 权 机 型 吸引 子 的 三 维 透视 ,由 九 个 平行 截面 构成 。 最 下 面 那个 就 
是 图 12、13 中 的 截面 

一 个 琢 引 子 包 含 无 穷 多 曲线 .曲面 或 更 高 维 流 形 ( 即 曲面 在 多 

维 空间 的 推广 ) ,它们 常 以 相似 的 集合 形式 出 现 ,集合 任意 二 个 成 

员 间 又 是 分 开 的 ,这 种 吸引 子 就 叫 奇怪 吸引 子 。70 年 代 早期 ,D. 

Ruelle( 9#) M F. Takens ( 塔 肯 斯 ) 在 一 篇 论文 中 引进 了 这 个 
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名 称 ,他 们 在 文中 把 流体 油 流 当 作 我 们 今天 所 谓 的 混沌 的 一 个 例 
子 。 对 此 术语 一 直 存 在 争议 。 俄 罗斯 数学 家 B. Chirikov (A Ef} 
夫 ) 和 下 . Izrailev( 伊 兹 赖 列 夫 ) 认 为 奇怪 吸引 子 仅 对 外 行人 而 言 
是 貌似 奇怪 的 ,其 观点 是 :那些 无 穷 复 杂 的 流 形 是 任何 人 都 应 能 预 
计 到 的 , 尽管 很 少 有 人 真 的 去 预计 。 不 论 如 何 , 这 个 名 称 是 太 形 象 
了 ,以 至 于 大 多 数 科 学 家 都 无 法 拒绝 之 ,看 来 它 就 这 样 被 确认 了 。 
该 领域 一 位 先驱 J. Guckenheimer( 古 肯 海 默 ) 甚 至 把 一 入 论文 题 
标 为 “一 个 奇怪 又 奇怪 的 吸引 子 ”。 

一 个 奇怪 吸引 子 就 是 某 个 混沌 系统 的 核心 。 如 果 一 个 具体 系 
统 已 存在 很 入 了 , 则 某 些 远 离 吸 引子 的 状态 可 能 已 不 存在 了 ,它们 
也 决 不 会 再 出 现 。 对 于 全 球 天 气 这 个 特殊 的 混沌 系统 ,其 吸引 子 就 
是 气候 , 即 那 些 至 少 已 偶而 出 现 过 的 天 气 型 的 集合 。 

还 有 一 些 与 直觉 不 一 致 的 情况 ,例如 在 奇怪 吸引 子 中 可 能 存 
在 着 一 些 几 乎 相同 的 状态 却 被 一 些 不 可 能 的 状态 所 分 隔 。 这 就 像 
是 说 下 周 四 或 一 年 后 的 下 周 四 的 最 高 温度 将 是 25C 或 27C 但 不 
可 能 是 26C; 或 用 十 分 之 一 度 来 度量 时 说 可 能 是 25.1C 或 
25.3C ,或 者 是 26.9C 或 27.2C ,但 不 可 能 是 25.2C, 或 者 
27.0CR 27.1C 。 一 个 希望 继续 被 雇用 的 天 气 预报 员 或 气候 学 家 
是 不 会 作出 如 此 声明 的 。 

一 条 穿 过 奇怪 吸引 子 的 线 上 的 奇怪 点 集 是 Cantor 集 的 典型 
例子 。 德国 数学 家 G. Cantor( 康 托 尔 ) 开 创 了 这 种 集 的 研究 ,并 给 
数学 界 提 出 了 一 个 著名 的 例子 。 将 一 条 水 平 线段 三 等 分 ,去 中 段 ， 
在 所 剩 两 段 上 继续 这 一 过 程 ,直至 无 穷 。 看 起 来 可 能 会 觉得 :到 极 
限 状 态 时 除了 两 端点 不 会 留 下 任何 东西 。 但 事实 并 非 如 此 。 举 例 
来 说 , 原 线 段 左 起 四 分 之 一 处 经 第 一 步 后 将 成 为 左边 那 段 右 起 四 
分 之 一 处 ,此 后 每 一 步 它 都 会 成 为 其 所 在 那 段 上 自 左 或 右 算 起 的 
四 分 之 一 处 。 从 而 它 永 远 不 会 是 一 个 端点 ,也 永远 不 会 被 去 掉 。 

图 11 中 的 一 系列 变化 型 显示 出 我 们 模型 的 基本 特点 ,每 个 点 
集 通 过 Poincaré 映射 而 被 映射 到 其 自身 一 部 分 ,从 而 它 变 成 了 一 
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个 在 相 空 间 占 有 较 小 面积 的 点 集 。 较 小 面积 的 点 集 又 会 被 映射 成 
更 小 面积 上 的 点 集 。 如 果 初 始点 集 占 据 一 个 圆 , 那 一 系列 映射 束 会 
至 少 暂时 地 将 之 变 为 一 系列 近似 的 椭圆 。 由 于 系统 具有 对 初始 条 
件 的 敏感 的 依赖 性 ,相近 点 会 被 映射 成 相 离 较 远 的 点 ,从 和 而 那些 椭 
圆 的 长 轴 必 将 ,如 果 不 是 马上 , 变 得 越 来 越 长 。 同 时 短 轴 会 更 快 地 
变 短 以 使 椭圆 面积 越 变 越 小 。 

图 15 和 前 述 吸引 子 图 一 样 , 是 个 相 空间 剖面 图 。 左 上 和 角 的 圆 
所 包含 的 点 代表 一 组 雪 权 的 初始 位 置 和 速度 ,它们 位 于 某 个 雪 顾 
上 略 东 一 点 ,向 正 南 偏 东 几 度 的 方向 运行 ,那些 离 圆 越 来 越 远 的 桶 疼 
形 曲 线 内 的 点 代表 雪 权 下 滑 了 1.2.3.4 和 5 米 时 的 位 置 和 速度 。 
显然 一 条 轴 在 不 断 变 长 而 另 一 轴 在 变 短 。 最 后 “椭圆 ?被 扭曲 得 看 
起 来 像 一 段 曲线 。 其 长 轴 伸 长 约 五 倍 , 短 轴 则 压缩 了 二 十 多 倍 , 从 
而 面积 还 不 到 初始 圆 的 四 分 之 一 。 

相 空 间 内 面积 不 断 减 小 的 二 维系 统 或 多 维 体 积 不 断 减 小 的 一 
般 系 统 , 不 论 其 是 否 在 一 个 或 几 个 方向 上 伸展 ,都 叫 耗 散 系 统 。 实 
际 耗 散 系 统一 般 包 含 阻 尼 过 程 ,如 摩擦 ,许多 熟悉 的 物理 系统 是 耗 
散 的 ,尽管 有 的 看 起 来 不 像 耗 散 系 统 。 但 当 人 们 无 心 寻求 吸引 子 
时 ,甚至 使 用 非 耗 散 数学 模型 作 分 析 还 更 方便 。 例 如 ,依靠 发 条 装 
置 抵抗 摩擦 阻尼 而 维持 运动 的 钟 摆 就 常 被 当 作 无 强迫 无 阻尼 系 

图 11 的 系列 的 变化 图 型 虽然 在 逼近 一 个 奇怪 吸引 子 ,但 我 们 
仍 可 怀疑 这 种 行为 是 否 只 是 我 们 所 研究 的 这 个 系统 的 特点 。 一 个 
简单 的 分 析 将 说 明 : 只 要 各 变量 有 限 ,奇怪 吸引 子 就 应 是 混沌 耗 散 
系统 的 普遍 特点 .下面 还 会 看 到 , 非 耗 散 系 统 可 能 根本 就 没有 吸引 
子 。 

为 简明 起 见 ,考虑 二 维系 统 。 首 先 回顾 一 点 :混沌 系统 中 两 个 
几乎 一 样 的 状态 最 终 会 发 展 成 两 个 像 从 某 个 长 序列 中 随机 选取 的 
状态 .这 意味 着 相 空间 中 一 小 区 域 , 如 图 15 中 的 圆 ,经 一 段 时 间 后 
将 变 成 一 个 跨越 了 吸引 子 大 部 分 范围 的 区 域 . 如 果 系 统 是 未 散 的 ， 
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His 加 内 点 代表 一 组 雪 权 之 初始 横向 速率 和 位 置 。 拉 长 的 圆 形 结构 , 按 
离 癌 距离 增 大 的 硕 序 ,代表 相距 1 米 的 同样 雪 权 下 滑 的 位 置 与 速 
率 。 注 意 本 图 只 占 图 12 中 一 小 块 面积 


则 新 区 域 面积 应 比 原 区 域 小 ,而 由 于 它 又 已 伸 长 了 ,所 以 它 必然 很 
窄 , 看 上 去 像 一 段 曲线 。 

其 次 注意 :原来 的 小 区 域 还 可 被 分 成 很 多 更 小 区 域 。 相 仿 地 ， 
每 个 小 区 域 经 过 足够 长 时 间 也 会 变 成 一 个 几乎 跨越 整个 吸引 子 的 
狭长 带 ,就 像 一 条 曲线 的 一 部 分 。 把 这 些 曲线 段 连 起 来 ,原先 那个 
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小 圆 就 变 成 一 段 长 得 多 的 曲线 。 极 限 状况 下 该 曲线 应 无 限 长 H 
于 不 断 变形 中 这 个 区 域 会 越 来 越 像 吸引 子 , 吸 引子 也 就 必然 是 一 
条 无 限 长 的 曲线 。 

因为 各 变量 是 有 限 的 ,所 以 这 个 无 限 长 的 吸引 子 一 一 如 图 12 
和 13 所 示 的 那样 ,就 必须 在 有 限 范围 把 自己 作 无 限 次 折 琶 。 看 来 
这 的 确 很 < 奇怪 ”。 

显然 ,一 直线 将 在 无 穷 多 个 点 上 截 过 此 吸引 子 ,但 还 需 仔细 研 
究 才能 说 明 这 些 点 必然 是 个 Cantor 集 一 一 即 每 对 点 之 间 都 有 空 
隙 。 在 作 如 此 研究 前 ,人 们 尚 不 能 排除 例外 的 可 能 性 。 不 论 如 何 ， 
上 述 简单 分 析 已 足以 把 我 们 从 Chirikov 和 Izrailev 所 说 的 外 行人 
行列 中 解放 出 来 。 

现在 回 到 有 四 个 变量 的 滑板 的 研究 。 这 里 的 吸引 子 包含 在 一 
个 四 维 “ 箱 ”中 , 箱 的 截 体 , 即 取 x 为 常数 时 的 截 体 ,将 是 三 维 的 。 
它 也 就 是 个 普通 箱子 ,包含 了 Poincaré 映射 的 吸引 子 。 

三 维 空间 中 的 奇怪 吸引 子 可 以 是 无 限 复杂 的 线 , 也 可 以 是 无 
限 复杂 的 面 。 为 用 图 来 确定 吸引 子 形态 ,可 以 在 箱子 某 一 面 上 画 出 
其 投影 对 前 者 我 们 将 看 到 一 些 曲线 ,对 后 者 则 将 有 一 些 分 离 的 面 
交叉 投影 到 箱子 面 上 并 完全 充满 某 块 面积 。 

对 现 有 例子 ,我 们 可 重复 进行 产生 图 12 中 吸引 子 的 计算 程 
序 ,而 不 管 U 事实 上 在 吸引 子 上 是 变化 的 ,从 而 可 获得 吸引 子 训 
面 投影 。 由 此 得 到 的 图 16 很 像 图 12。 我 们 断言 ;如 雪 权 模型 那样 ， 
板 模型 也 有 一 个 吸引 子 , 其 剖面 上 包含 一 些 曲线 。 若 相 空 间 里 U 
变化 的 那个 方向 垂直 于 纸 面 , 那 我 们 只 需 把 图 16 中 部 分 向 里 推 而 
另外 部 分 向 外 拉 , 就 可 得 到 吸引 子 的 三 维 截 体 。 图 16 中 两 曲线 交 
在 一 起 时 ,可 能 就 得 把 其 一 往 里 推 而 另 一 向 外 拉 ， 

一 无 限 小 椭 球 体 轴 伸 缩 率 的 长 期 平均 值 是 动力 系统 的 鉴别 性 
特征 。 对 雪 榴 和 板 , 只 有 最 长 轴 会 伸 长 ,假如 板 模 型 中 有 两 轴 伸 长 ， 
或 只 是 第 二 轴 缩 短 率 小 于 第 一 轴 伸 长 率 , 则 Poincaré 映射 的 吸引 
子 都 将 是 曲面 而 非 曲 线 。 在 多 变量 系统 中 ,许多 轴 都 可 伸 长 。 假 如 
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图 16 ， 松 模 型 吸引 子 之 三 维 Poincaré 截面 的 一 个 二 维 投影 。 投 影 只 计 V 
系统 是 混 渍 的 , 则 至 少 有 一 轴 会 伸 长 ,又 如 系统 是 耗 散 的 , 则 某 些 
畏 必 须 更 快 地 缩短 以 保障 燃 球 体 体 积 不 断 减 小 。 


破裂 的 核心 


与 雪 权 不 同 , 板 模型 还 有 第 二 个 吸引 子 , 板 在 洼地 低 点 附近 很 
慢 起 动 或 它 一 开始 就 被 推 向 某 个 洼地 时 ,会 落 入 陷 际 , 即 最 终 停 在 
洼地 低 点 其 所 获得 的 这 个 稳定 平衡 态 是 个 吸引 子 ,在 四 维 相 空 间 


表现 为 一 点 。 从 而 ,模型 的 行为 并 不 总 是 混沌 的 。 事 实 上 ,如 果 一 
< 4§e 
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组 吸引 子 乃 是 一 个 系统 的 核心 , 则 该 板 模型 有 一 个 分 裂 的 核心 。 

图 17 显示 了 覆盖 在 斜坡 上 的 那 张 棋盘 的 若干 黑白 棋 格 , 还 有 
一 条 特别 的 闭合 曲线 ,开始 停 在 曲线 内 的 板 最 终 会 停 在 低 点 , 即 图 
中 央 的 黑 点 。 开 始 停 在 曲线 外 的 板 则 会 沿 和 斜坡 下 滑 。 在 更 大 范围 
的 斜坡 图 上 ,每 个 洼地 周围 都 有 一 条 类 似 的 闭合 曲线 。 

当 系 统 有 多 个 吸引 子 时 , 相 空 间 中 被 引 到 某 吸 引子 的 点 就 构 
成 了 该 吸引 子 的 吸引 域 。 每 个 域 都 包含 其 吸引 子 , 但 包含 更 多 的 是 
些 代表 过 渡 态 的 点 。 两 相 邻 吸引 域 之 间隔 有 域 边 界 。 

由 于 本 模型 的 吸引 域 是 四 维 的 ,显示 它 较为 困难 .固定 一 变量 
而 截取 一 个 相 空 间 剖 面 ,就 像 作 图 16 那样 , 则 得 到 的 是 个 三 维 体 ， 
显 未 起 来 仍 不 方便 。 用 双 截 面 可 部 分 地 解决 这 一 问题 。 即 固定 任 
意 两 个 变量 ,让 另外 两 个 变量 变化 这样 吸 引 域 的 双 截 面 将 是 二 双 
的 ,其 间 将 被 一 条 一 维 域 边 界 一 一 即 一 条 曲线 分 开 。 

ay fai AA AGL, EGR EU AV OX ALY 等 于 相对 截 
面 上 某 参考 点 之 垂直 向 下 和 水 平 向 右 的 距离 。 从 定义 看 了 和 Y 就 
是 斜坡 上 自 某 注 地 向 南 和 向 东 的 距离 ,所 以 这 个 相 空间 的 双 截 面 
其 实 就 是 斜坡 的 一 张 图 。 域 界 的 双 截 面 也 就 是 图 17 中 的 闭合 曲 
线 。 
有 人 可 能 曾 以 为 那曲 线 本 应 是 椭圆 或 类 似 的 光滑 曲线 ,但 显 
然 它 更 像 一 张 树叶 ,具有 六 个 不 同 尖 点 。 对 此 应 有 所 解释 。 

考虑 一 板 开 始 停 在 那 条 曲线 上 一 点 ,在 相 空 间 该 点 代表 域 界 
上 的 状态 ;因为 该 点 不 在 域内 ,从 而 它 不 会 接近 任 一 吸引 子 。 唯 一 
的 可 能 性 就 是 它 保持 在 域 界 上 。 一 旦 板 运动 ,摩擦 将 消耗 其 能 量 ， 
而 只 要 它 不 沿 坡 下 滑 或 离开 域 界 , 就 不 会 获得 能 量 , 从 而 它 总 会 
下 来 。 

在 一 个 黑 棋 格 及 其 北面 的 白 棋 格 内 共有 四 点 能 使 板 保持 甫 
止 ,其 中 一 个 是 注 地 低 点 ,是 稳定 平衡 态 ,另外 三 点 在 图 17 的 闭合 
曲线 上 ,是 不 稳定 平衡 态 。 其 中 之 一 为 曲线 上 的 一 个 尖 点 , 即 雪 丘 
的 高 点 ,也 即 “树叶 ”的 最 南端 点 一 -简称 南 点 。 另 外 两 点 为 树叶 边 
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17 ”滑雪 坡 截面 . 带 楼 曲线 把 斜坡 上 的 点 分 成 两 部 分 ,开始 停 于 其 中 一 
部 分 的 板 将 陷入 洼地 , 停 于 另 一 部 分 者 则 将 沿 坡 下 滑 。 中间 黑 点 为 
洼地 低 点 ,另外 两 黔 点 为 鞍点 


界 和 棋 格 边界 的 交点 ,图 17 中 用 两 黑 点 表示 。 两 者 均 为 鞍点 ,其 上 
的 斜坡 形状 就 像 一 条 山 交 小 道 ,从 鞍点 沿 树 叶 边 界 走 就 向 上 升 ,而 
要 跨 边 界 走 就 会 下 落 -一 进入 洼地 或 滑落 斜坡 。 
停 于 南 点 附近 但 非 南 点 的 板 会 沿 最 陡峭 的 下 降 方向 运动 。 如 
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在 南 点 正 北 , 它 将 向 北 滑 过 洼地 ,然后 又 返回 ,最 终 停 在 低 点 .但 南 
点 所 在 的 山 消 在 南北 方向 较 长 ,东西 两 侧 更 陡峭 ,所 以 只 要 开始 板 
在 南 点 附近 除 正 北 以 上 的 地 方 , 它 都 将 迁 回 着 沿 两 侧 下 滑 ,然后 再 
直接 滑落 斜坡 。 如 果 板 既 不 滑 向 洼地 也 不 滑落 斜坡 一 一 即 它 位 于 
域 界 - 一 那 它 必然 是 位 于 南 点 之 几乎 但 非 完全 正 北 的 附近 , 越 洁 
近 南 点 其 离 正 北 之 偏差 应 越 小 .这 就 解释 了 南 点 必 是 尖 点 的 原因 。 

域 界 的 最 北 点 称 为 北 点 ,开始 停 在 北 点 的 板 将 径直 滑 越 洼地 
停 到 南 点 上 .从 而 几乎 位 于 北 点 的 板 将 停 到 南 点 附近 ,其 后 的 运动 
如 同 它 在 南 点 受到 一 点 扰动 那样 。 大 多 数 情形 下 板 会 继续 滑落 斜 
坡 , 但 若 板 始 于 北 点 的 几乎 正 南 的 附近 , 它 就 会 陷入 洼地 。 从 而 北 
点 附近 的 域 界 将 很 像 南 点 的 情形 ,应 构成 一 个 尖 点 。 

开始 停 在 树叶 两 边 的 滑板 一 般 将 行 至 较 近 的 那个 鞍点 停 住 。 
但 显然 各 边 中 间 有 一 小 段 , 始 于 其 上 的 板 将 穿行 至 对 面 的 鞍点 停 
住 。 始 于 这 两 小 段 和 其 它 段 分 界 点 的 板 不 会 停 到 鞍点 去 而 只 能 停 
到 南 点 上 。 因 此 这 些 点 附近 的 域 界 也 应 类 似 于 南 点 附近 域 界 的 情 
形 。 就 此 也 解释 了 余下 这 些 尖 点 。 

现在 注意 :完整 的 吸引 域 是 四 维 的 ,其 域 界 是 四 维 空间 中 的 三 
维 体 。 从 效果 看 ,此 三 维 体 本 身 又 构成 了 一 个 新 的 三 个 变量 的 动力 
系统 , 它 氮 在 那个 较 大 的 系统 中 。 这 种 新 系统 可 以 有 其 自己 的 吸引 
子 , 若 吸引 子 不 止 一 个 还 可 有 吸引 域 及 其 域 界 。 在 现在 这 个 例子 
中 ,新 系统 有 两 个 吸引 子 一 一 即 两 个 静态 鞍点 。 其 吸引 域 是 三 维 
体 , 那 张 树叶 边 上 的 光滑 部 分 是 其 双 截 体 。 域 界 则 是 二 维 的 ,其 双 
截 体 就 是 那 几 个 尖 点 。 在 单 截 体 而 非 双 截 体 情 形 下 , 尖 点 将 像 刀 
锋 , 其 完整 结构 要 通过 四 维 图 像 来 显示 。 

由 于 新 系统 又 有 其 自身 域 界 , 这 个 域 界 上 的 状态 还 可 构成 更 
小 的 动力 系统 , 嵌 套 在 上 述 三 维 嵌 套 系统 中 。 它 只 有 一 个 吸引 子 ， 
RAHA. SIEM RTA. 
更 一 般 的 动力 系统 的 域 界 可 以 有 很 复杂 的 结构 。 即 使 在 目前 
例子 中 ,它们 也 比 看 上 去 的 更 复杂 。 作 为 域 界 或 新 动力 系统 ,它们 
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构成 了 动力 系统 理论 的 另 一 分 支 并 吸引 了 许多 科学 家 。 

非 混沌 系统 也 可 包含 多 个 吸引 子 。 在 板 和 雪村 模型 中 , 若 雪 丘 
与 洼地 高 度 之 差 显著 减 小 ,就 会 有 两 个 吸引 子 ,对 应 两 个 周期 性 弯 
曲 的 路 径 ,一 向 东南 ,一 向 西南 。 它们 各 包含 一 条 曲线 ,在 Poincaré 
截面 上 则 表现 为 一 

吸引 子 是 典型 的 不 变 集 一 一 集合 中 各 点 经 映射 后 仍然 是 原来 
的 那些 点 。 如 有 多 个 吸引 子 , 则 每 个 吸引 域 都 是 一 个 不 变 集 ， 
界 也 是 一 个 不 变 集 , 有 时 被 称 为 分 型 线 . 另 有 一 种 不 变 集 可 联结 
同 吸 引子 ,相仿 地 似 应 称 之 为 联结 线 ， 但 一 般 将 之 连同 它 所 联结 的 
吸引 子 一 起 称 为 吸引 和 集 。 不 要 顾 名 思 义 地 混淆 吸引 集 和 吸引 子 集 。 
后 者 有 时 仅 为 前 者 的 一 部 分 。 可 以 像 作 图 11 那样 来 构造 吸引 集 : 
开始 用 大 量 点 代表 一 个 无 穷 集 ,再 不 断 用 其 自身 映射 来 决定 会 出 
现 什 么 ,至 极限 时 即 可 见 吸 引 集 。 

从 而 图 11 所 逼近 的 吸引 子 即 吸引 和 集 。 图 18 是 类 似 作 出 的 ,但 
模型 中 雪 丘 比 洼地 高 50 厘米 而 非 100 厘米 ,图 中 各 变化 型 则 代表 
雪 权 每 下 滑 10 米 而 非 5 米 后 的 情景 。 至 30 米 处 ,大 部 分 点 都 进入 
了 两 个 小 黑 区 。 初 始 5000 个 点 是 随机 选 的 ,如果 类 似 映 射 无 限 重 
复 下 去 ,这 些 点 最 终 可 能 都 会 变 成 黑 区 中 的 两 点 一 一 即 两 个 吸引 
F .但 者 我 们 开始 用 到 了 方 域 中 每 个 点 , 那 不 论 多 少 次 映射 后 都 会 
有 些 点 留 在 那 条 无 限 长 而 扭曲 的 丝线 二 ,这 个 吸引 集 的 残留 部 分 
把 两 个 吸引 子 连 在 了 一 起 。 


Aa Ri 


LENORE ETT A BFA ASEH AB YE  —— BE. 
ERRIRE a RE ,发 条 装置 则 补充 着 能 量 损失 ,或 
许 是 通过 在 单 摆 摆 动 至 极限 时 给 它 一 点 拉力 的 方式 。 若 把 摆 锤 速 
度 随 其 垂直 位 移 画 成 图 TB a A A e a ,这 就 
是 单 摆 摆动 状态 的 相 空间 表述 。 
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18 左上 部 包括 许多 随机 选择 的 点 ,它们 代表 5000 个 雪 权 的 横向 速率 
和 位 置 . 雪 丘 比 两 侧 的 洼地 高 50 厘米 。 左 下 .右上 和 右 下 部 分 分 别 
RRP 10.20 和 30 米 时 的 速率 和 位 置 


正如 早先 所 见 , 该 圈 代 表 吸 引子 。 给 单 舞 一 个 推力 后 它 会 摆 得 
幅度 更 大 些 ,但 或 许 1 分 钟 后 它 又 恢复 原状 ,新 状态 被 吸引 到 原来 
ALAN | 

SES SE PEE ON RRM T RR RE 
不 再 必需 的 发 条 装置 。 钟 摆 将 继续 摆动 ,就 像 什么 也 没 改动 ,其 状 
态 将 描 出 几乎 一 样 的 圈 。 这 就 是 为 什么 无 强迫 无 阻尼 单 摆 常 用 作 
正常 运行 之 钟 模型 的 原因 ,然而 ,该 模型 作为 动力 系统 却 和 实际 锅 
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摆 没 有 多 少 共 性 。 对 无 摩擦 单 摆 , 那 个 闭合 圈 并 非 吸引 子 ,不 在 此 
圈 上 的 状态 永远 不 会 被 吸引 到 其 上 。 若 我 们 推 一 下 单 摆 , 所 得 更 大 
幅度 的 摆动 会 持续 进行 , 原 有 圈 将 被 一 更 大 圈 所 替代 ,直至 我 们 适 
时 地 再 扰动 它 一 次 ,我 们 看 不 到 过 渡 态 的 消失 ,并 不 存在 过 渡 态 。 
在 相 空 间 中 任何 两 同心 圈 之 间 的 点 集 将 保持 其 面积 ,而 决 不 会 减 
小 。 

系统 的 相 空间 体积 (系统 为 二 维 时 亦 称 面积 ) 随 时 间 不 减 不 增 
者 被 称 为 体积 保守 。 系 统 的 某 些 量 如 总 能 量 随时 间 维持 常 值 者 被 
称 为 守恒 。 守恒 和 体积 保守 经 常 并 存 ,两 者 兼备 的 系统 被 称 为 
Hamilton 的 ， 尽管 爱尔兰 数学 家 W，R. Hamilton( Si) Ay 
的 方程 系统 要 更 特殊 些 。 那 些 忽略 了 所 有 耗 散 过 程 和 能 源 的 现实 
物理 系统 的 模型 一 般 都 是 Hamilton 的 。 可 能 最 为 人 熟知 的 现实 的 
Hamilton 系统 就 是 太阳 及 其 周围 的 行星 。 至 于 无 摩擦 单 摆 , 相 空 
间 中 散布 的 点 集 不 会 辐 合 到 更 小 点 集 上 , 它 不 具有 吸引 子 。 

Hamilton 系统 可 以 是 混沌 的 ,这 点 可 从 弹 球 器 来 定性 推断 。 
弹 球 器 行为 混沌 却 并 无 耗 散 ,所 以 混沌 系统 不 一 定 有 奇怪 吸引 子 ， 
尽管 大 多 数 常 见 的 紧 致 耗 散 混沌 系统 有 吸引 子 .虽然 Hamilton 系 
统 缺乏 这 样 一 个 引人入胜 的 特征 ,许多 科学 家 还 是 愿意 把 它 作 为 
研究 对 象 。 

让 我 们 把 雪 坡 上 的 板 变 换 为 Hamilton 系统 ,来 看 看 它 为 什么 
会 没有 奇怪 吸引 子 。 为 此 我 们 在 数学 上 消去 摩擦 也 消去 平均 向 南 

高 度 落差 ,后 者 的 作用 就 像 发 条 装置 推动 单 摆 那样 .现在 雪 丘 和 
洼地 就 被 放 在 水 平面 上 了 。 我 们 甚至 可 以 设想 新 系统 是 板 在 老 系 
统 中 运行 很 长 时 间 从 而 不 再 有 过 渡 态 时 突然 形成 的 。 然 后 我 们 可 
以 猜测 : 若 我 们 不 再 改变 什么 , 那 系统 的 运动 就 不 会 受到 实质 性 影 
响 ,就 像 钟 摆 情 形 一 样 。 然 而 计算 机 告诉 我 们 :根本 不 是 如 此 。 

板 的 能 量 有 动能 ,由 速度 决定 ,也 有 位 能 ,由 相对 于 洼地 的 高 
度 决定 ,两 种 能 量 之 和 随时 间 不 变 。 从 而 总 能 量 为 模型 中 的 常数 。 
人 们 自然 可 以 把 模型 视 为 一 族 动力 系统 一 一 每 个 能 量 值 对 应 一 个 
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所 用 模型 为 Hamilton 的 雪 “ 坡 ”, 无 摩 氛 、 无 连续 向 南 降 低 的 坡度 


系统 .我 们 来 详细 考察 一 下 一 组 具有 相同 能 量 的 板 的 可 能 行为 ,在 
当前 意义 下 ,这 些 板 属于 同一 系统 。 如 果 能 量 很 小 , 板 会 陷入 洼地 、。 
能 量 稍 大 时 , 板 会 从 一 个 白 棋 格 角 部 穿行 到 另 一 个 昌 棋 格 , 但 还 不 
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能 深入 黑 格 。 能 量 再 大 些 , 板 就 可 去 任何 地 方 。 为 明确 起 见 , 我 们 
来 考察 一 下 中 间 情 形 , 即 取 能 量 值 为 到 达 雪 丘 顶 所 需 最 小 能 量 的 
十 分 之 九 。 

分 析 耗 散 的 雪 坡 模型 时 ,我 们 先 观察 以 几乎 相同 条 件 起 动 的 
七 个 板 , 看 其 路 径 是 否 很 快 散 开 ,进而 推论 其 是 否 为 混沌 。 研 究 新 
模型 仍 豆 如 此 ,这 里 起 跑 点 间隔 为 1 厘米 ,在 图 19 中 看 似 一 个 点 。 
由 图 可 见 ,路 径 在 前 50 米 已 明显 散 开 , 表 明 存 在 混沌 ,但 其 后 变化 
太 不 规则 ,以 致 于 分 不 清 哪 条 路 径 是 哪儿 出 发 的 .有 两 个 板 其 至 折 
回 并 越过 了 起 跑 线 , 这 在 耗 散 模 型 中 是 不 大 可 能 的 .新 系统 是 守 伍 
的 , 即 板 的 能 量 保持 不 变 , 但 这 不 能 保障 原 耗 散 系统 具有 的 向 南 运 
动 。 

有 许多 方法 可 用 以 揭示 这 些 路 径 的 长 期 特征 ,但 我 们 研究 耗 
散 模型 时 用 过 的 办 法 却 是 特别 简明 的 。 先 选 一 初始 点 ,再 点 出 横向 
速率 随 位 移 的 变化 ,这 次 只 给 出 z 为 0 的 情形 ,对 应 板 正 越过 一 条 
横 截 洼地 和 雪 丘 的 东西 向 线 。. 对 于 耗 散 系统 ,这 一 过 程 将 显示 出 一 
个 奇怪 吸引 子 的 剖面 ,但 对 于 Hamilton 系统 ,我 们 或 许 已 觉察 到 
会 产生 其 它 情景 ,因为 不 存在 奇怪 吸引 子 。 

图 20 显示 了 当 图 19 中 某 条 路 径 上 的 起 点 作为 初 值 时 所 发 生 
的 现象 .所 有 点 似乎 充满 了 一 块 有 时 被 称 为 混沌 海 的 面积 ,而 不 处 
于 间隔 的 分 离 曲线 上 ,这 倒 并 不 奇怪 ,而 令 人 吃惊 的 是 那 四 个 显眼 
的 洞 .假如 它们 最 终 果 真 会 被 充满 的 话 ， 那 末 如 此 大 面积 区 域 就 似 
乎 不 可 能 被 遗漏 。 

如 果 这 个 点 序列 -一 代表 某 条 路 径 关键 位 置 状 态 的 序列 一 一 
确实 不 会 进入 洞 中 ,那么 自 洞 中 开始 的 序列 也 同样 不 可 能 进入 海 。 
这 是 因为 一 路 径 方向 道 转 后 仍 是 一 可 能 路 径 ,而 一 点 序列 秩序 颠 
倒 后 也 仍 是 一 可 能 序列 ， 让 我 们 进一步 来 重复 几 次 试验 ,每 次 都 在 
一 个 油 里 选 一 个 初 条 件 。 

由 此 得 到 图 21 ,包含 四 块 正好 嵌 进 图 20 中 洞 中 的 图 案 。 每 个 
新 序列 包含 一 个 闭合 圈 , 或 是 一 系列 小 圈 围 绕 一 个 大 圈 。 序 列 点 并 
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截 坡 速度 ( 米 / 秘 ) 


.9 0O o ， 
BER OK) 
20 Hamilton 雪 坡 模型 产生 的 混沌 海 的 Poincare 剖面 。 总 能 量 为 到 达 
雪 正 项 所 必需 能 量 的 十 分 之 九 


非 沿 环线 连续 运行 ,它们 总 是 以 大 致 相当 的 步子 从 一 个 位 置 跳 到 
下 一 个 ,如 此 循环 ,最 终 会 把 有 关 环线 上 的 空白 都 填 满 。 

图 22 把 最 上 面 那 块 图 案 放大 了 ,水 平方 向 放大 更 多 些 。 其 中 
的 那些 圈 由 六 个 点 序列 产生 。 一 个 序列 生成 前 图 中 刚 能 看 出 来 的 
那 七 个 小 固 , 另 一 序列 生成 其 中 更 小 的 七 个 小 圈 。. 最 大 图 外 那 十 九 
个 小 图 是 由 一 个 序列 产生 的 ,该 序列 顺序 访问 十 九 个 圈 后 重新 再 
回 到 第 一 个 图。 图 中 没有 显示 混沌 海 的 边界 , 它 就 在 那些 圈 外 ,但 
在 到 达 边 界 之 前 ,还 会 遇 到 无 穷 
邑 小 萎 外 包 有 大 图 而 大 圈 外 又 绕 有 小 圈 链 。 这 种 结构 各 自 并 不 相 
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图 21 上 图 混沌 海 的 一 些 周 期 性 岛 凡 和 一 个 周期 性 海岸 线 

间 ,它们 同 奇怪 吸引 子 一 样 引人入胜 ,在 Hamilton 系统 中 十 分 普 
mM. ERA 21 中 较 大 的 图 案 中 的 小 圈 链 里 包含 九 个 小 圈 , 而 非 七 
个 。 

适当 选取 初始 状态 可 形成 单 点 , 即 那 些 同心 图 的 中 心 ,代表 周 
期 路 径 ,同心 圈 本 身 则 代表 准 周期 路 径 。 图 21 中 那 国 着 海 的 大 图 
代表 另 一 准 周 期 路 径 , 沿 着 它 运 动 的 板 将 在 两 雪 丘 间 的 土地 里 穿 
梭 。 耗 散 系 统 经 常 是 完全 混沌 的 , 带 有 奇怪 吸引 子 , 或 者 是 完全 周 
期 的 ,如 县 有 简单 吸引 子 的 单 摆 。 在 Hamilton 系统 中 ,即使 对 一 个 
能 量 值 ,也 会 有 一 些 初始 状态 导致 准 周 期 变化 而 另 一 些 则 导致 混 
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图 22 图 21 上 上 方 那 个 周期 性 岛屿 的 放大 图 。 注 意 水 平方 向 放大 更 多 

E. 

总 小 量 取 其 它 值 时 , 环 心 所 对 应 的 周期 路 径 会 变 得 不 稳定 , 选 
取 与 它们 相近 的 初 妈 状 态 会 导致 混沌 路 径 , 从 而 图 20 中 的 洞 不 复 
存在 . 另 有 些 总 能 量 值 则 会 导致 更 多 洞 ,尤其 当 能 量 值 刚 够 保证 板 
达到 雪 丘 项 时 更 可 能 如 此 。 顶 上 板 快 停 时 遇 到 的 微弱 坡度 有 利于 - 
产生 规律 性 运动 ,图 23 和 图 20 类 似 ,但 现在 的 能 量 为 跨越 雪 丘 最 
小 能 量 的 99%% 。 相 比 之 下 ,现在 具 存 更 多 洞 , 那 商 个 大 洞 比 原 先 更 
大 ,上 下 于 两 润 则 近 于 消失 。 
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23 类 似 图 20 的 混沌 海 的 Poincaré 训 面 ,总 能 量 为 跨 雪 丘 必需 能 量 的 
99% 


混沌 忽 隐 名 现 


多 年 前 我 参加 了 一 个 会 ,当时 混沌 已 引起 相当 多 重视 但 其 普 

珊 性 尚 需 分 析 , 分 会 主席 建议 大 家 提 些 迫切 需要 进一步 研究 的 话 

wl. 有 人 提出 “ 通 向 混沌 之 路 ”。 我 想 我 不 会 认同 ,并 不 是 针对 这 个 

无 疑 是 很 重要 的 话题 ,而 是 针对 这 种 说 法 。 我 觉察 出 一 种 含义 : 即 

为 了 解 混沌 ,就 应 知道 其 如 何 从 某 些 较 “ 正 常 "行为 一 一 规则 性 行 
。 Os 
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为 中 产生 ,为 此 需要 不 断 改变 某 族 动力 系统 以 观 其 特征 变化 。 我 认 
为 把 规则 性 行为 当 作 更 基本 的 类 型 是 不 恰当 的 ,可 以 反 过 来 说 :为 
了 解 规则 性 ,就 应 知道 其 如 何 从 混沌 发 展 而 来 。 我 建议 有 关 话 题 同 
样 可 标 以 “从 混沌 出 发 之 路 ”。 

的 确 有 许多 族 强迫 耗 散 动 力 系统 在 无 强迫 时 TA RES ,而 
当 强 迫 渐渐 增 大 时 先 会 发 展 出 规则 性 运动 ,然后 才 出 现 混 沌 一 一 
如 果 它 真 存在 的 话 。 但 在 实际 系统 中 ,如 全 球 大 气 环流 , 强 退 总 是 
很 大 , 没 理由 相信 天 气 曾 像 对 钟 那么 有 规则 ,后 来 才 变 成 混沌 ,也 
没 必 要 杜撰 一 条 从 某 种 规则 性 到 现在 普遍 存在 的 混沌 之 路 。 

训 无 疑问 ,从 规则 变 成 混沌 或 由 混沌 产生 规则 所 必然 经 过 的 
事件 序列 确 是 动力 系统 族 的 基本 方面 。 对 某 一 参数 之 微小 变化 的 
普通 响应 乃 是 吸引 了 于 或 其 它 特 征 的 微小 变化 .然而 ,有 时 细微 得 几 
乎 不 能 察觉 的 参数 变化 将 导致 系统 行为 的 质变 :从 静态 到 周期 ,从 
静态 或 周期 到 准 周期 ,以 及 从 静态 、 周 期 或 准 周期 到 混沌 。 而 混沌 
也 会 突变 为 更 复杂 的 混沌 ,当然 所 有 这 些 变化 也 可 反 过 来 进行 .这 
种 变化 叫 分 贫 。 | 

有 多 种 途径 产生 分 贫 。 参数 增 天 时 某 稳定 平衡 态 会 变 为 不 稳 
定 的 。 大 原来 状态 是 吸引 子 , 那 它 将 不 再 是 ;小 扰动 会 放大 并 产生 
新 的 行为 模 态 。 从 不 稳定 到 稳定 的 变化 同样 可 能 。 设 有 一 个 无 摩 
擦 陀螺 (这 恰巧 是 个 Hamilton 系统 ), 当 它 慢 转 时 只 能 在 懂 直 站 江 
时 才 处 于 平衡 态 , 但 它 不 论 如 何 都 很 快 会 倒 下 ,因为 这 是 不 稳定 平 
衡 态 ;而 当 它 快 转 时 则 会 持续 站 立 ,轻微 扰 动 只 能 导致 轻微 晃动 。 

田 一 种 情形 中 , 茶 行为 模 态 会 突然 消失 ,. 板 静止 在 雪 坡 洼地 低 
点 ;是 这 类 分 倪 的 例子 ,把 雪 丘 对 洼地 的 高 度 记 为 h,h 减 小 而 其 它 
参数 不 变 时 , 雪 丘 高 点 和 洼地 低 点 均 会 消失 。 显 然 当 瑚 降 至 80 E 
米 以 下 从 而 再 也 不 存在 稳定 或 不 稳定 的 平衡 态 时 就 是 这 种 情况 。 
寿 分 岔 使 一 种 行为 模 态 突然 消失 而 不 是 仅仅 变 为 不 稳定 , 那 此 类 
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分 岔 就 叫 鞍 点 - 结 点 分 岔 ”。 

为 检验 参数 变化 幅度 相当 大 时 出 现 的 分 岔 结果 ,我 们 回 到 斜 
坡 上 的 板 , 这 次 它 滑动 很 快 而 不 会 陷入 洼地 ,我 们 来 看 看 h 变化 时 
其 行为 之 变化 ,。 图 24 和 25 ADA. 垂直 坐标 疡 单位 为 厘米 , 横 
坐标 则 是 V 的 临时 极 值 , 即 板 在 振荡 中 获得 的 最 大 向 东 速 率 或 最 
小 回 西 速率 ,振荡 指 反 复 地 从 低 值 到 高 值 又 回 到 低 值 .注意 改变 的 
参数 不 是 驱动 力 , 而 只 是 对 任何 情况 下 都 会 发 生 的 下 坡 运动 进 行 
修正 。 

图 中 光滑 曲线 表示 周期 性 行为 。 每 次 振荡 就 像 前 一 次 或 更 前 
一 次 一 样 ,从 而 对 应 任 一 产值 ,只 有 一 个 或 几 个 不 同 的 了 极 值 . 出 
现 阴影 的 区 域 如 两 个 图 的 顶部 ,就 是 混沌 了 ,这 时 在 振荡 过 程 中 V 
可 在 一 个 广阔 的 值 域内 取 任 何 值 。 

构造 图 24 时 hh 从 0 开始 , 即 开始 没有 雪 夺 和 洼地 ,以 小 步 长 
渐渐 增 至 有 为 120, 这 比 最 初 那个 例子 中 的 数值 稍 大 些 。 图 25 类 
{Wh (BE A M 120 变 到 0。 初 看 起 来 两 图 都 揭示 出 :在 很 广 的 
值 域内 , 板 行为 没 发 生 质 变 而 只 有 小 的 量变 ,但 在 几 个 值 处 行为 突 
变 ,这 就 是 分 岔 点 。 两 图 大 致 相同 ,但 在 22 至 44 厘米 处 有 一 明显 
差别 ,这 一 特点 及 图 中 其 它 特征 在 早先 被 发 现时 就 已 被 解释 了 , 数 
值 计算 是 用 来 确定 它们 会 在 何 处 出 现 , 有 时 也 用 来 确定 其 是 否 出 
BH : 

先 看 图 24 的 正中 心 部 分 。 两 条 稍 倾斜 的 直线 般 的 曲线 在 图 
25 中 也 存在 ,代表 两 不 同 但 又 对 称 相 关 的 周期 路 径 ; 即 板 在 雪 丘 
间 向 西南 和 东南 拐弯 的 路 径 。h 为 73 厘米 处 周期 行为 变 得 不 稳 
定 。 板 将 过 快运 行 以 致 不 能 完成 下 一 个 拐弯 ,直至 形成 新 的 稳定 行 
为 一 即 一 个 较 弱 和 一 个 较 强 的 振 划 。 尽 管 振 划 可 以 维持 其 自身 
周期 ,但 重复 运动 的 间隔 却 增 大 了 1 倍 。 系 统 经 历 了 一 次 倍 周期 分 
ay 


Li o 


* 鞍点 - 结 点 分 岔 也 称 切 分 岔 一 一 译 者 注 
。62 。 
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RIGERE OK/#D) 
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E. GES RE A REAM A 以 小 步 长 渐 增 对 求 得 T 
值 
h 进一步 增 大 时 ,新 的 振 范 也 变 为 不 稳定 ,周期 再 次 倍增 ,这 
可 见于 h 为 88 厘米 处 ,虽然 目前 这 张 图 的 分 辨 率 尚 不 足以 显示 进 
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RHEE OR FD) 
E25 ÄR 24, 但 在 六 以 小 步 长 渐 减 时 求 得 了 值 
-- 步 发 生 的 事 , 实 际 上 户 更 慢 增 长 时 周期 仍 会 无 限 次 地 傍 增 , 下 至 
极点 一 一 发 生 混 汪 。 
成 系列 的 信和 周期 分 分 直至 混沌 ,是 动力 系统 的 普遍 特征 ,它们 
不 仅 在 数学 模型 中 ,也 在 大 量 实 验 室 试验 中 不 期 而 遇 地 或 被 有 意 
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马鞍 上 顺 次 起 伏 而 非 每 次 都 被 弹 起 和 回落 , 那 他 就 应 感谢 周期 倍 
增 。 当 前 例子 中 (但 非 一 般 情形 中 ), 紧 接 在 周期 倍增 之 后 的 混沌 很 
快 又 过 渡 到 另 一 种 周期 行为 , 见 91 厘米 处 。 

图 24 底部 只 有 一 个 数值 为 零 的 截 坡 速度 V。 这 意味 着 板 向 正 
Ma aR Ss AEM. Boek eA ELH 
BEC A Trl As BPH a FS BB ER mAN. LE SN MR 
近 了 下 一 个 洼地 ,从 而 又 回 到 直线 上 。 加 上 摩擦 阻尼 效应 , 板 总 会 
保持 直线 路 径 , 然 而 板 接近 当 丘 顶 时 必然 越 来 越 慢 ,从 而 越过 雪 丘 
比 越过 洼地 费 更 长 时 间 , 这 一 差别 当 雪 左 和 洼地 高 差 越 大 时 也 越 
Koh 达 33 悍 米 处 , 板 在 和 雪 夺 上 停留 过 长 ,从 而 摩擦 的 稳定 效应 不 
足以 克服 那些 不 稳定 效应 ,直线 路 径 就 变 得 不 稳定 了 。 板 必 将 有 新 
的 行为 ,由 图 可 明显 看 出 , 它 将 经 历 一 个 三 相 振荡 .但 不 会 净 向 东 
或 西 跑 。 

这 一 振荡 看 来 也 如 图 中 所 示 那 样 经 历 了 周期 倍增 ,然后 又 产 
生 混 沌 。 板 不 断 无 规律 地 穿越 南北 向 直线 ,但 h 增 至 44 厘米 时 它 
在 一 个 大 振荡 中 可 动 过 大 而 不 能 再 返回 ,结果 就 陷入 一 条 介 于 雪 
碧 间 的 同 西 南 或 同 东 南 的 路 径 , 混 沌 行为 将 不 复 存在 ,而 仅 可 能 成 

图 25 中 44 厘米 处 的 周期 振荡 是 稳定 的 ,h 减 小 时 仍 维持 着 。 
直人 至 有 为 22 厘米 处 振荡 才 消 失 , 但 并 非 因 为 它 变 得 不 稳定 了 ,而 
是 因为 板 不 再 能 滑行 足够 快 ,以 致 它 离 开 一 个 洼地 时 无 法 抵达 西 
南 或 东南 方 的 另 一 洼地 。 就 是 说 发 生 了 一 次 鞍点 - 结 点 分 贫 。 在 此 
存在 一 个 很 大 的 值 范 围 ,对 应 的 动力 系统 可 以 具有 两 种 行为 模 
态 , 也 即 有 两 个 吸引 子 一 一 如 分 别 计 西南 向 和 东南 向 运动 则 可 认 
为 有 三 个 吸引 子 , 各 有 各 的 吸引 域 。 

绸 回 到 92 厘米 处 ,我 们 看 到 那个 三 相 振 功 也 是 稳定 的 ,因此 
当天 减 小 时 ,在 疡 增 大 时 发 生 的 混沌 并 未 再 次 形成 。 同 样 在 一 个 较 
小 的 产值 域 上 动力 系统 具有 不 同 吸 引子 及 不 同 吸引 域 。 反 之 当 
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BRIER OK EP) 
4126 图 24 上 部 一 横 杀 在 牌 直方 向 的 放大 ,揭示 了 原 图 和 股 有 分 辨 出 的 两 
个 局 期 窗口 … ` 
RAKET, Hi SARRE AR A BBY E AT ERR. 
实际 上 RARE E IS AAO”. CIA A RKE 
大 而 未 能 在 图 中 表现 出 来 , 图 25 显然 反 映 出 其 中 的 两 个 窗口 。 作 


该 图 时 用 了 较 小 的 hh 步 长 , 殿 直 尺寸 放大 了 154%. Æ 105 到 106 
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105.8 | 
105.7 
108.6 


105.5 


105.4 


105.3 


-1.64 -1.62 -1,60 -1.58 -1.56 -1.54 -1.52 -1.50 -1,438 
截 坡 速度 ( 米 / 秒 ) 
27 图 26 中 上 部 的 周期 窗 中 某 一 段 的 进一步 放大 图 。 揭 示 了 一 个 倍 周 | 
期 分 岔 系列 中 的 三 次 倍增 
厘米 间 的 窗口 上 部 可 见 有 周期 倍增 现象 。 其 中 元 边 那 段 经 簿 让 放 
大 10 倍 、 水 平 放 大 15 倍 后 形成 图 27。 其 中 又 可 分 辨 出 三 次 周期 
倍增 。 不 断 进 入 混沌 又 从 中 出 来 ,是 动力 系统 族 另 一 普 过 特征 。 
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从 预测 上 说 :两 种 流体 一 种 水 理 


讽刺 天 气 预 报 员 无 能 的 笑话 一 直 是 层出不穷 ,花样 翻新 .我 六 
记得 这 样 一 个 。 那 是 在 1948 FH. Truma EDER 
总 统 中 击败 了 下 . Dewey (杜威 ) 之 后 不 久 。Truman 击败 Dewey 
这 件 事 完全 与 当时 除了 Truman 本 人 之 外 的 所 有 人 的 预测 相反 。 

于 是 就 出 现 了 这 样 一 幅 漫画 , 画 中 有 一 名 求职 者 在 天 气 局 招聘 办 
- 68° 
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公 室 , 接 雇 者 正在 回 他 说 :你 做 过 民意 测验 工作 ,是 吗 ? 那 末 我 想 
我 们 可 以 鹿 用 你 。” 

且 抛 开 笑 话 不 说 ,天 气 预报 部 门 和 社会 大 众 都 清楚 地 知道 , 正 
式 的 预报 (包括 当天 的 天 气 预报 ) 有 时 正好 是 完全 错 的 。 对 于 通常 
听 到 的 一 个 问题 “为 什么 我 们 不 能 做 出 准确 的 天 气 预报 呢 ?? 我 倒 
一 直 想 要 反问 :为 什么 我 们 一 定 能 够 做 出 准确 的 天 气 预报 呢 ?” 

确实 ,我 们 理应 知道 未 来 或 者 部 分 地 知道 未 来 ,为 什么 那么 说 
呢 ? 首先 ,我 们 可 以 相信 ,有 一 组 物理 规律 支配 着 天 气 从 一 个 时 刻 
到 下 一 时 刻 的 演变 ,同时 ,我 们 也 相信 ,由 于 存在 着 这 些 物理 规律 
(不 管 我 们 现在 是 否 知道 它们 ), 天 气 是 应 该 能 预报 的 。 由 于 我 们 知 
道 由 一 些 类 似 的 物理 规律 所 控制 的 其 它 一 些 现象 已 能 成 功 地 定期 
作出 预测 ,这 就 使 我 们 的 信心 大 大 增强 ,例如 海潮 ,我 们 能 提前 几 
天 其 至 几 年 作出 很 准确 的 预测 ,最 后 ,我 们 的 天 气 预报 通常 也 远 比 
纯粹 的 猜测 要 准确 得 多 。 

我 必须 承认 ,最 初 遇 到 的 潮汐 预报 问题 曾 给 我 留 下 一 个 很 不 
安 的 感 党 。 显 然 我 过 去 一 直 把 高 潮 和 低潮 来 临时 间 的 通告 看 成 是 
对 事实 的 陈述 ,因为 其 确凿 的 程度 一 如 昨天 海潮 来 临时 间 ,是 不 容 
怀疑 的 .但 是 ,它们 显然 是 预报 而 不 是 事实 ,就 此 而 言 , 诸 如 出 现在 
天 文 年 历 上 的 日 出 日 落 时 间 这 样 的 “事实 ”也 是 预报 。 年 历 上 的 日 
出 日 落 时 间 只 不 过 是 准确 庚 几 乎 为 100% 的 高 概率 预报 ,但 不 是 
事实 ,因为 一 个 未 曾 预 料 的 宇宙 灾变 (例如 小 行星 碰撞 ) 就 能 使 这 
种 预报 变 得 完全 错误 ,即使 没有 这 种 灾变 ,这 种 预报 也 有 可 能 与 事 
实 不 从 ,例如 环绕 地 球 的 西风 带 的 强度 不 定期 地 稍 有 增加 或 减少 ， 
必然 要 引起 地 球 转速 的 一 个 小 的 但 可 测量 到 的 减 小 或 增加 ,这 样 ， 
日 出 和 日 落 的 时 间 可 能 要 被 推迟 或 提前 1 毫秒 左右 ， 

我 们 回 到 海洋 来 谈 , 为 了 与 大 气 比 较 , 在 一 个 个 海浪 被 平均 掉 
以 后 ,我 们 把 东 些 固定 的 参考 高 度 以 上 的 海 表 高 度 定义 为 海潮 的 
高 度 . 尺 管 有 时 我 们 比较 关心 将 来 是 和 否 会 下 十 ,但 是 天 气 要 素 的 预 
测 或 许 对 我 们 更 有 兴趣 .所 以 ,我 们 现在 就 将 上 述 定 义 海 潮 的 可 预 
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报 性 与 气温 的 可 预报 性 作 一 比较 。 

大 气 和 海洋 两 者 都 是 全 部 或 大 部 包围 地 球 的 大 范 国 的 流体 ， 
它们 各 目 遵 循 的 一 些 物理 定律 都 十 分 相似 。 这 两 种 流体 的 运动 一 
方面 在 内 部 物理 过 程 的 作用 下 受到 抑制 或 被 削弱 ; 另 一 方面 它们 
又 受到 (至 少 回 接地 受到 ) 周 期 变化 的 外 部 因素 的 驱动 . 简 言 之 ,大 
气 和 海洋 都 是 一 个 非常 复杂 的 强迫 耗 散 的 动力 系统 ,因为 大 气 和 
海洋 通过 海平 面相 互 接触 、 相 互 影响, 因此 ,或 许 更 确切 一 些 应 把 
大 气 和 海洋 称 为 一 个 大 的 动力 系统 的 两 个 组 成 部 分 。 随 着 系统 状 


” 态 变化 而 变化 的 大 气 风 场 既 可 以 形成 大 部 分 的 海浪 ,又 可 以 驱动 


像 墨 西 哥 湾 流 那 样 的 海流 .同样 ,也 随 着 系统 状态 变化 而 变化 的 海 
许 的 燕 发 可 以 提供 给 大 气 大 部 分 的 水 汽 ,水汽 接着 凝结 并 最 后 以 
十 或 雪 的 形式 落 到 地 面 。 既 然 大 气 和 海洋 如 此 大 的 相似 ,那么 ,为 
什么 海潮 预测 会 比 天 气 预报 做 得 更 好 呢 ? 难道 海洋 学 家 比 气象 学 
家 更 有 能 力 ? 我 作为 一 名 气象 学 家 并 且 有 不 少 亲 密 朋 友 是 海洋 学 
冢 ,不 能 同意 这 样 的 说 法 。 

就 以 周期 的 外 强迫 来 说 吧 , 它 主要 是 太阳 辐射 以 及 太阳 和 月 
球 的 引力。 照 理 , 大 气 和 海洋 在 这 些 周期 的 外 力作 用 下 也 会 有 周期 
振动 的 响应 。 但 是 ,如 同 许多 动力 系统 那样 ,大 气 和 海洋 的 周期 振 
动 将 伴 有 一 些 附 加 的 不 规则 的 特性 ,在 海岸 附近 ,海洋 对 于 外 强迫 
的 规则 响应 包括 大 部 分 的 潮汐 ,而 不 规则 的 啊 应 包括 由 于 不 可 预 
测 的 强风 所 引起 的 措 稼 的 海洋 高 潮 。 大 气 对 于 外 强迫 的 规则 响应 
包括 冬夏 之 间 日夜 之 间 的 正常 的 温度 差异 ,而 不 规则 的 响应 包括 
持续 的 高 温和 低温 天 气 以 及 通常 伴 有 穿 过 海洋 和 大 陆 的 强风 暴 所 
引起 的 温度 的 突然 变化 。 

看 起 来 ,我 们 在 做 海潮 预报 的 时 候 多 半 是 预报 那些 规则 的 可 
顶 报 的 啊 应 。 当 然 ,我 们 也 和 希望 预报 一 些 较 小 的 不 规则 的 响应 , 即 
使 做 不 到 这 一 点 ,我们 通常 也 做 出 了 很 好 的 预报 。 可 是 ,我 们 在 预 
报 天 气 , 例 如 在 预报 温度 的 时 候 , 通 常 认为 那些 规则 的 响应 是 已 知 


的 。 正 如 我 们 大 家 早已 知道 夏天 比 冬 天 上 暖和 ,这 些 是 不 必 有 预报 的 。 
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我 们 要 预报 的 恰恰 是 依据 简单 的 气候 所 不 知道 的 那些 不 规则 的 啊 
应 ,所 以 , 当 我 们 比较 海潮 预报 和 天 气 预 报 的 时 候 , 我 们 要 把 断定 
为 规则 性 的 或 较 少 不 规则 性 的 现象 的 预报 与 纯粹 不 规则 性 的 现象 
预报 加 以 区 别 . 如 果 说 海洋 学 家 比 气 象 学 家 驹 明 , 那 末 他 们 聪明 之 
处 在 于 他 们 挑选 了 一 个 容易 解决 的 预报 问题 。 我 还 要 补充 说 明 的 
是 ,说 实在 的 ,大 多 数 的 海洋 学 家 不 是 海潮 预报 员 , 大 多 数 的 气象 
学 家 也 不 是 天 气 预 报 员 ,与 大 气 科学 一 样 ,海洋 科学 在 许多 方面 也 
面临 着 许多 挑战 。 

下 面 , 我 们 把 大 气 视 为 一 个 复杂 的 动力 系统 ,并 县 提出 理由 使 
你 相信 ,大 气 的 不 规则 性 乃 是 混 渍 的 表现 。 在 一 个 简单 的 概述 以 
后 ,我们 将 列举 多 种 途径 以 确认 混沌 的 存在 。 最 后 ,我 将 分 析 大 气 
混沌 行为 的 某 些 结果 。 


从 气象 上 说 :一 种 流体 两 种 处 理 


混沌 的 动力 系统 有 的 复杂 有 的 简单 。 在 滑雪 坡 道 上 雪 权 滑行 
的 数学 模式 虽然 只 有 三 个 变量 ,但 它 足 以 说 明 混 沌 的 许多 特性 。 当 
然 , 它 还 决 不 是 最 简单 的 混沌 动力 系统 。 最 简单 的 动力 系统 是 只 有 
一 个 变量 的 动力 系统 , 它 是 在 所 有 混沌 动力 系统 中 被 研究 得 最 为 
广泛 的 一 个 . 它 的 变化 能 定义 一 个 映射 并 满足 一 元 二 次 差分 方程 。 

这 个 系统 是 如 此 之 简单 ,以 至 我 们 用 袖珍 计算 莫 在 几 分 钟 之 
内 就 能 确认 出 该 系统 具有 混沌 行为 . 任 选 一 个 固定 的 数 ,就 叫 它 为 
c。 在 一 < 与 < 之 间 选 一 个 数 作为 数列 的 首 项 ,数列 的 其 余 各 项 均 是 
前 一 项 的 平方 减 去 c 得 到 的 。 若 c 选 在 1.4 到 2.0 之 间 , 则 按 上 述 方 
式 构 成 的 一 些 数 列 ( 并 非 全 部 ) 没有 周期 性 .利用 一 个 选择 的 < ,但 
数列 首 项 选 得 稍 有 不 同 ,那么 重复 你 的 计算 就 会 发 现 ,得 到 的 数列 
非常 敏感 于 初始 数 的 选择 。 这 个 系统 稍稍 改变 形式 就 是 著名 的 
Logistic( 远 辑 斯 详 ) 方 程 , 它 一 直 用 在 人 口 动态 变化 的 钱 究 中 。 

其 有 大 量变 量 甚至 无 穷 多 个 变量 的 系统 则 属于 另 一 种 极端 情 
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况 . 在 这 些 系统 中 ,我 们 可 以 期 望 找到 其 状态 正好 是 全 球 天 气流 型 
的 系统 ,我 们 就 称 它 为 全 球 天 气 系统 ， 


气象 学 家 在 创 舍 深奥 的 术语 以 描写 深奥 的 概念 方面 一 直 与 他 
们 的 同时 代 人 辣 步 。 例 如 ,他 们 创造 了 假 相当 位 温 、 湿 半 地 转 和 动 


力 反 气旋 生成 等 词语 ,同时 ,他 们 其 至 创造 了 三 重 缩 写 词 ,大 家 知 


E GARP 为 全 球 大 气 赋 究 计划 (Global Atmospheric Research 
2rogram) 的 缩写 ,这 是 在 1960 年 创立 并 在 70 年 代 和 80 FRÆ 
动 发 展 的 多 国 研 究 计 划 。 :可 是 ,现代 气象 学 家 用 GATE 表示 
GARP 的 大 西洋 热带 试验 CGARP; Atlantic Tropical 
3xperiment), 而 用 GOCC 表示 GATE 的 业务 管理 中 心 (GATE: 
Operational Control Centre)。 不 过 ,全 球 天 气 系 统 中 的 变量 并 不 
是 深奥 的 量 , 它 们 只 是 一 些 我 们 十 分 熟悉 的 使 我 强烈 感到 它们 的 
存在 的 天 气 要 素 。 只 要 我 们 一 走出 户外 ,我 们 往往 就 能 大 略 估计 出 
这 些 气象 要 素 值 的 大 小 ,这 些 气 象 要 素 就 是 温度 、. 风 .湿度 以 及 我 
们 头顶 四 局 的 云 和 可 能 降落 在 我 们 身上 的 十 或 雪 ,此 外 还 有 气压 ， 
气压 虽然 较 少 直接 影响 到 我 们 的 舒适 与 否 , 但 它 在 许多 天 气 报告 
3 是 一 个 常用 的 量 . 当 我 们 开车 沿 一 陡峭 的 高 坡 下 来 时 ,我 们 能 容 

发 觉 气压 在 上 升 , 但 是 我 们 大 多 数 人 在 早晨 柄 来 时 却 很 难说 
9 气压 比 睡 觉 的 时 候 是 高 了 或 是 低 了 .湿度 能 用 相对 湿度 、 湿 球 温 
和 、 韦 点 或 水 汽 含量 来 表示 ;这 些 量 中 的 任 一 个 量 与 气温 和 气压 相 
结合 就 可 以 确定 出 其 它 的 表征 湿度 的 量 ，。 

如 末 我 们 生活 在 一 个 行星 上 ,而 行星 大 气 是 由 一 种 纯 的 气体 
均匀 组 成 的 ,那么 我 们 此 时 只 需 注意 温度 、 风 和 气球 。 我 这 里 所 说 
的 风 指 的 是 三 维 的 风 , 它 有 一 定 强 度 的 上 升 或 下 沉 运 动 的 速度 分 
量 。 且 不 说 太阳 系 中 的 其 它 大 气 , 单 就 我 们 生活 的 地 球 大 气 来 讲 ， 
它 是 比较 复杂 的 , 它 的 一 个 最 重要 的 组 成 部 分 是 水 汽 ,不 过 水 汽 含 
量变 化 很 大 ,在 潮湿 的 热带 大 气 中 ,通常 水 汽 的 质量 比 大 气质 量 的 
2%% 稍 大 一 些 : 但 在 高 纬 或 高 层 的 冷 空 气 中 ,水 汽 质量 比 大 气质 量 
的 1% 还 要 小 。 在 大 气 中 水 还 能 以 悬浮 或 降落 的 小 体 水 和 固态 颗 

。72 。 


粒 的 形式 存在 ,所 座 实 际 的 地 球 大 气 并 非 全 由 气体 组 成 .因而 系统 
的 变量 必须 包括 水 汽 含量 即 我 们 所 觉察 到 的 湿度 ,还 应 包括 液态 

水 和 固态 水 ,也 就 是 我 们 所 观测 到 的 云 的 密度 和 降雨 或 降雪 强度 ; 
在 这 些 变量 中 或 许 还 应 包括 灰 侍 和 烟 等 污染 物质 的 浓度 。 全: 

我 们 还 可 以 为 系统 增加 更 多 的 变量 ,但 是 大 气 作 为 一 个 动力 
系统 之 所 以 如 此 复 洒 ,其 原因 与 其 说 是 物理 变量 的 增多 , 考 于 说 是 
这 样 一 个 事实 , 即 : 这 些 物理 量 的 什 不 仅 从 一 个 时 刻 到 男 一 时 遍 使 
发 生变 化 ,而 且 从 一 点 到 男 二 点 也 会 发 生变 化 ,当然 ,从 理论 土 讲 ;， 
要 知道 全 球 天 气 系统 的 某 一 时 刻 的 状态 ,就 必须 知道 每 个 变量 在 
每 一 点 上 的 值 。 BARBRA A BT ae BE 看 来 系统 也 应 
有 无 穷 多 个 变量 。 Fon  : 

不 过 实际 并 非 各 站 ,这 是 因为 在 十 分 细 的 空 s 间 尺度 上 ， SAE 
R WEE FRR A RE EE ERE LAE RA R R ES 
PA Ear AE E, BR EATE SB R R EP E a E e a 
似 相 同 。 所 以 ,比较 合理 的 做 法 是 把 大 气 处 理 为 有 限 个 变量 的 系 
统 , 并 可 得 出 结论 说 大 气 是 紧 致 的 。 当 然 ， CARRE MR 
RE Sb, eH Be ER os | 

那么 ， 我 们 该 如 何 解 决 这 样 一 个 复杂 的 系统 呢 ? 让 我 提出 两 种 
方法 ,在 20 世纪 中 叶 , 计 算 机 出 现 并 引起 每 一 件 事 情 发 生 改 变 之 
前 ,这 两 种 方法 已 被 承认 ,并 且 每 一 种 现 局 都 有 它 EL IA 支持 
者 。 这 就 是 动力 气象 学 和 天 气 学 两 种 方法 : 

首先 论述 动力 气象 学 的 方法 > 比较 准确 地 讲 应 陈 为 气象 的 
力学 方法 ,人 们 了 解 它 已 有 100 年 左右 ;动力 气象 学 家 认为 大 气 的 
状态 是 由 气温 、 风 和 其 它 天 气 要 素 的 空间 分 布 构成 的 ,他 们 从 控制 
大 气 运动 的 物理 定律 出 发 ,并 且 经 常 将 这 些 定律 用 数学 的 方程 组 
KAR. tHe ye BE A + OF a eR, 
BY “7 Se Jo eA ae PE”, HES ee ED 
“加 速度 等 于 力 除 以 质量 ?或 “速度 的 变化 率 等 于 每 单位 质量 的 
力 ?。 利 用 我 们 对 大 气 状 态 的 了 解 FREE ES 
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点 上 所 受 的 力 , 从 而 能 够 知道 通过 每 一 点 的 速度 及 其 随时 间 的 变 
化 ,热力 学 定律 将 告诉 我 们 温度 如 何 变 化 ,其 它 的 定律 将 控制 其 余 
变量 的 变化 ,总 之 ,预测 天 气 演变 并 更 一 般 地 把 大 气 处 理 为 一 个 动 
力 系统 都 是 有 着 动力 学 的 依据 的 。 

其 次 叙述 天 气 学 的 方法 。 天 气 学 家 有 一 个 与 动力 气象 学 家 十 
分 不 同 的 看 法 , 他们 认为 动力 气象 学 家 的 描写 是 非常 不 全 面 的 ,也 
可 能 很 不 切 题 , 天 气 学 方法 研究 的 是 大 气 状 态 可 以 按 此 分 析 的 待 
征 结构 .这些 特 征 结构 包括 中 纬度 环绕 地 球 的 弯曲 的 急流 .次大陆 
尺度 的 涡 旋 ( 它 也 称 为 高 压 和 低压 系统 ,简称 为 高 压 和 低压 ), 这 些 
涡 旋 在 中 高 纬度 穿 过 海洋 和 大 陆 ,并且 引 起 逐日 的 天 气 变 化 .这些 
特征 结构 还 包括 低 纬度 的 小 的 和 较 强 的 涡 旋 ,按照 它们 的 发 生地 
i PRA RE. aR ae Ue SR IB RA RA RA 
偶发 的 龙卷风 ;还 有 分 散在 晴空 中 的 小 块 云 。 上 面 提 到 的 这 些 特征 
结构 的 典型 的 水 平 范 围 分 别 是 10000、1000、100、10 公里 和 1 公里 
或 再 小 一 点 ;这 里 我 们 给 出 的 只 是 一 个 范例 .每 种 类 型 的 特征 结构 
尽管 能 够 重复 地 出 现 ,但 每 个 个 别 的 特征 结构 都 有 其 自身 的 特性 ， 
这 正 像 人 种 是 连续 的 ,但 不 同 的 人 有 着 不 同 的 个 性 一 样 .天气 学 家 
用 以 识别 和 研究 较 大 特征 结构 的 主要 工具 是 天 气 图 。 

在 计算 机 出 现 以 前 业务 预报 人 员 事 实 上 是 一 位 应 用 天 气 学 
家 。 个 别 的 预报 人 员 可 以 赁 他们 自己 的 经 验 和 前 人 的 经 验 去 判断 
每 个 特征 结构 一 般 应 如 何 发 展 和 移动 ,他 们 将 会 发 现 :一 个 特征 结 
构 中 的 某 些 异常 可 以 是 一 些 突 发 事件 的 先兆 ,这 样 ,他 们 就 可 以 发 
现 新 结构 出 现 的 征兆 得 结构 (消亡 ) 的 遗迹 。 例 如 ,他 们 发 现 : 一 
个 高 压 和 一 个 低压 看 起 来 似乎 要 移 向 同一 位 置 ,但 实际 他 们 各 自 
保留 自身 的 特征 彼此 反问 移动 ,而 不 是 相互 削弱 ,预报 员 在 准备 做 
预报 时 通常 比较 喜欢 莲 一 张 预 报 图 ,这 是 他 对 下 一 个 时 刻 天 气 图 
的 个 人 估计 ,然后 用 预报 图 去 预报 局 地 的 天 气 状 况 。 

实际 上 ,预报 规则 之 于 天 气 学 家 正如 同 物理 定理 之 于 动力 气 
象 学 家 一 样 。 如 果 这 些 规 则 经 数学 归纳 后 能 对 任何 可 想到 的 状况 
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”给 出 唯一 的 预报 ,那么 这 些 规则 就 确定 了 一 个 可 代用 的 数学 模式 ， 
这 一 模式 构成 了 男 一 个 动力 系统 。 

且 不 谈 传统 ,那么 在 20 世纪 中 叶 , 实 际 的 预报 员 为 什么 不 能 
应 用 动力 气象 学 的 方法 呢 ? 最 可 能 的 原因 就 是 主要 根据 动力 学 方 
程 从 未 得 到 过 满意 的 天 气 预报 。 

那么 ,动力 气象 学 家 作 了 相当 多 年 的 努力 主要 取得 哪些 结 采 
呢 ? 动力 气象 学 家 是 科学 家 ,而 不 是 技术 专家 ,他 们 的 兴趣 主要 征 
根据 控制 大 气 运动 的 物理 规律 去 真正 地 了 解 大 气 , 他 们 乐于 揭示 
为 什么 一 个 有 特殊 个 性 的 天 气 型 会 像 它 过 去 那样 演变 ? 他 们 更 有 
兴趣 的 是 要 了 解 天 气 型 为 什么 每 天 都 不 一 样 ? 为 什么 这 些 天 气 型 
都 被 天 气 学 家 称 为 的 大 尺度 涡 旋 所 充满 ? 他 们 力图 知道 是 什么 物 


理 过 程 使 这 些 涡 旋 得 以 发 展 和 维持 一 段 时 间 ,而 普遍 存在 的 耗 散 


过 程 经 常会 破坏 这 些 涡 旋 。 到 20 世纪 中 叶 ,动力 气象 学 家 已 找到 
RIDER, 

我 并 不 认为 天 气 学 家 是 技术 专家 而 不 是 科学 家 ;说 实话 ,我 也 
不 认为 技术 专家 比 科 学 家 低 一 等 。 解 决 问题 的 单一 途径 往往 并 非 
是 唯一 的 有 效 途 径 。 天 气 学 家 对 用 大 量 资料 去 研究 所 观测 到 的 特 
征 结构 的 性 质 和 建立 相 邻 特征 结构 之 间 的 联系 有 着 强烈 的 科学 兴 
起 。 他 们 也 不 怕 检 查 他 们 的 发 现 是 否 与 物理 定律 一 致 ,但 是 ,他 们 
的 最 后 结论 往往 是 根据 天 气 型 的 大 量 资料 所 作 的 认真 分 析 得 到 
的 。 

我 并 不 是 起 赔 学 握 动 力气 象 学 和 天 气 学 就 等 于 掌握 了 气象 学 
的 全 部 ,气象 学 除 天 气 学 和 动力 气象 学 外 还 有 许多 科学 分 支 ,每 个 
分 支 都 有 它 自 身 的 许多 专家 。 举 两 个 例子 说 ,一 个 是 云 物理 学 ,其 
中 一 个 基本 的 概念 是 云 中 水 滴 大 小 的 分 布 ,并 且 要 研究 云 中 悬浮 
的 小 水 滴 和 小 冰 唱 转变 为 大 水 滴 和 大 冰 章 然后 再 落 向 地 面 变 为 十 
和 雪 的 过 程 ; 另 一 个 是 仪器 测量 学 ,其 中 人 们 要 研究 各 种 仪器 的 优 
缺点 。 利 用 各 种 仪器 ,我 们 已 经 获得 了 许多 有 关 天 气 的 知识 ,我 们 
还 要 设计 新 的 仪器 以 得 到 迄今 还 难以 获得 的 大 量 资料 。 
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力气 象 学 和 天 气 学 不 是 完全 脱节 的 。 已 经 有 一 - 些 气 象 学 家 
对 这 两 大 分 支 都 很 熟悉 .在 高 等 气象 研究 部 门 ,动力 气象 学 和 天 气 
学 的 研究 配合 得 较 好 。 但 是 ,也 有 一 些 别 的 研究 机 构 , 在 应 用 数学 
部 门 出 现 了 不 少 优秀 的 动力 气象 的 科研 成 果 , 而 在 地 理学 部 门 也 
会 有 一 些 天 气 学 方面 的 优秀 工作 ,不 过 这 些 部 门 之 间 是 很 难 建立 
联系 的 。 在 20 世纪 中 时 ,气象 学 的 历史 就 是 以 这 两 种 方法 论 之 间 
的 合作 和 争论 作为 标记 的 。 


不 能 完成 的 实验 


在 一 个 具体 的 系统 中 ,不 管 它 是 在 一 定 坡度 上 下 滑 的 物体 还 
是 拥有 许多 相关 特征 结构 的 大 气 , 寻 找 混 沌 的 最 直接 的 方法 是 研 
究 系 统 本 身 。 如 果 我 们 抛 出 一 个 纸板 并 对 其 行程 进行 监视 或 上 照 像 ， 
那么 我 们 很 容易 确定 它 的 路 径 ,然后 再 在 几乎 同一 个 点 上 抛 出 它 ， 
以 观测 它 是 否 有 同样 的 轨迹 ,不 过 ,我 们 不 可 能 去 做 以 下 这 样 的 实 
验 :中 止 天 气 的 进程 ,然后 重建 早先 已 观测 到 的 天 气 , 目 的 是 为 了 
使 它 稍微 受到 扰动 以 考察 得 到 的 天 气 与 早先 的 天 气 的 差异 增长 速 
度 。 不 能 进行 这 样 的 实验 对 科学 实验 是 不 幸 的 但 或 许 对 人 类 还 是 
很 单 运 的 。 当 然 ,我 们 很 容易 对 当前 的 天 气 进 行 干扰 ,如 使 用 爆炸 
或 开炮 进行 猛烈 干扰 或 把 干冰 放 到 云 里 面 ( 或 者 甚至 放 一 只 蝴蝶 ) 
进行 平缓 的 干扰 ,我 们 就 能 观测 将 会 发 生 什 么 事情 ,但 是 我 们 仍然 
永远 不 会 知道 在 没有 人 工 干预 的 情况 下 天 气 将 如 何 变 化 。 

我 们 可 以 将 干扰 后 的 天 气 与 未 作 干 扰 所 预报 的 天 气 作 一 比较 
看 看 会 怎么 样 ? 因为 预报 是 依据 不 完全 的 观测 资料 进行 外 推 得 到 
的 ,所 以 , 它 至 多 只 能 告诉 我 们 当 施 加 的 扰动 在 大 小 和 结构 上 与 观 
测 误差 (初始 场 误差 ) 相 当时 可 能 出 现 的 情况 。 要 想 施加 的 扰动 能 
使 我 们 获得 更 多 信息 的 话 ,那么 这 样 的 扰动 必须 足够 大 而 不 致 于 
被 观测 误差 所 淹没 。 但 是 ,整个 的 雷暴 都 可 能 在 观测 站 之 间 被 漏 
挥 ,由 此 看 来 要 产生 这 人 么 大 的 扰动 是 很 困难 的 。 

* 7FG， 


第 三 章 HAR 


既然 我 们 没有 能 力 去 改变 天 气 以 适合 我 们 的 需要 ,那么 我 们 
只 能 寄 希 望 于 气象 学 家 所 称 的 相似 ( 即 与 早先 观测 到 的 天 气 类 型 
非常 相似 的 天 气 型 式 ) ,希望 通过 相似 以 考察 紧 接 在 两 个 相似 天 气 
型 式 之 后 的 天 气 是 否 也 非常 接近 ,但 是 这 个 方法 也 不 灵 ,这 是 因为 
即便 大 气 是 一 个 简单 的 系统 ,但 是 要 在 这 个 系统 中 找到 一 对 在 全 
球 范围 内 非常 相似 的 天 气 型 式 , 这 在 儿 十 年 的 全 球 天 气 记 录 中 从 
未 发 现 过 。 在 大 陆 尺 度 区 域 上 非常 相似 的 天 气 型 式 有 时 也 可 能 观 
测 到 ,但 是 它们 也 未 必 相 似 地 演变 ,这 是 因为 不 相似 的 天 气 特 征 结 
构 已 从 邻近 的 区 域 移 入 的 缘故 ,而 不 是 由 于 对 于 小 的 局 地 差异 的 
敏感 性 所 致 。 

但 还 是 有 充分 可 靠 的 观测 表明 天 气 变化 不 是 周期 的 .当然 .天 
气 变化 也 有 周期 的 成 分 ,最 显著 的 周期 性 是 变 暖 和 变 冷 总 是 呈现 
季节 的 周期 性 或 一 天 内 的 周期 性 。 或 许 由 于 引力 的 作用 ,仔细 的 观 
测 也 已 经 发 现 天 气 变化 具有 月 亮 运行 周期 (可 能 由 于 重力 的 影响 ) 
的 微弱 信和 号, 而且 研 究 者 们 已 声称 他 们 发 现 的 周期 实际 上 是 无 限 
多 的 。 其 中 有 一 些 已 被 精确 到 小 数 点 后 数位 。 然 而 ,如 果 把 温度 或 
其 它 天 气 变量 的 记录 拿 来 ,并 扣除 被 认为 是 周期 的 成 分 ,那么 剩余 
的 是 强烈 的 不 规则 的 信息 .此 外 , 穿 过 海洋 和 大 陆 的 移动 风暴 仍然 

非常 强劲 ,这 些 或 许 也 是 混沌 的 表现 。 

因 为 全 球 范 围 内 天 气 类 型 的 非常 相似 尚 有 待 发现, 所 以 我 们 
不 能 断然 排 除 样 -- 种 可 能 性 , 即 : 当 这 种 相似 终于 出 现时 ,后 续 的 
天 气 将 重复 早先 的 天 气 演变 。 也 就 是 说 ,大 气 的 行为 可 能 真有 周期 
性 ,只 未 过 这 种 周期 的 长 度 超 过 了 任何 天 气 记 录 的 长 度 罢 了 .我 们 
所 得 的 强烈 引 象 是 大 气 运动 是 混沌 的 ,但 是 我 们 期 望 有 更 多 的 证 
He 


来 自转 盘 的 声音 


我 们 可 以 很 容易 地 建立 一 个 包含 崎 虐 不 平 坡度 的 按 一 定 比 例 
。77。 


混沌 的 本 质 


缩小 的 模型 ,并 在 这 个 模型 中 观测 一 个 球 或 其 它 物体 的 下 降 过 程 。 
但 是 要 在 实验 室 中 模拟 行星 大 气 则 是 另 一 回 事 了 。 我 们 可 以 设想 
把 某 种 流体 充满 于 两 个 同心 球 之 间 , 其 中 内 球 表示 一 个 行星 ,而 外 
球 则 起 到 了 使 流体 不 至 脱离 行星 的 重力 的 作用 .但 是 ,我 们 怎么 能 
做 到 在 流体 内 所 模拟 的 重力 永远 指向 行星 的 表面 呢 ? 

实验 室 模拟 的 倡导 者 已 经 非常 熟悉 动力 学 。 动 力气 象 学 家 长 
久 已 来 已 习惯 于 在 应 用 方程 组 以 前 先 对 它 加 以 简化 .有 时 ,这 种 简 
化 仅仅 是 删除 方程 中 的 一 些 次 要 的 项 ,但 有 时 候 这 种 简化 往往 忽 
略 或 大 大 改变 了 某 些 物理 特征 或 过 程 。 因 此 这 种 简化 实际 上 是 用 

一 种 大 气 来 代替 真实 的 大 气 , 这 简化 的 大 气 就 是 由 N，Shaw 
CH) Ze 20 世纪 初期 在 他 所 著 的 4 卷 本 《气象 手册 ?中 作为 一 种 神 
奇 的 故事 所 描写 的 大 气 ,可 是 今天 我 们 已 把 它 称 为 一 种 模式 了 。 动 
力气 象 学 家 假定 或 者 至 少 希 望 由 模式 所 模拟 的 天 气 在 总 体 特征 上 
或 多 或 少 地 与 实际 天 气相 像 , 只 是 在 细节 上 有 所 不 同 。 

ET BE ETEK A KR AO RE ES LE 
而 建立 控制 由 细小 的 悬浮 水 滴 的 云 转变 为 降水 云 的 方程 组 更 是 难 
上 加 难 , 不 过 ,动力 气象 学 家 构造 的 模式 大 气 中 往往 是 不 包括 任何 
形式 的 水 的 。 同 样 , 许 多 动力 气象 家 也 不 大 喜欢 球面 几何 ,他 们 宁 
愿 用 表面 为 平 的 旋转 地 球 来 代替 表面 是 弯曲 的 地 球 。 任 何 一 个 动 
力气 象 学 家 都 能 解释 在 干 洁 大 气 和 扁平 地 球 所 组 成 的 理想 环境 中 
大 尺度 涡 旋 的 发 展 和 维持 ,他 们 会 觉得 大 气 模式 能 够 完成 求解 实 
际 问题 的 大 部 分 工作 。 

， 实验 室 的 设计 者 非常 清楚 ， 他 们 在 实验 室 安装 的 设备 也 一 定 
会 失真 的 ,这 与 动力 气象 学 家 按 传统 构造 的 方程 组 会 失真 是 一 样 
的 。 第 一 个 富有 成 果 的 实验 是 由 芝加哥 大 学 的 D. Fultz( 富 尔 蒋 ) 
设计 的 。 在 做 了 大 量 的 试验 以 后 ,Fultz 设计 了 一 个 部 分 注 满 水 的 
柱 形容 器 ,把 它 放 在 旋转 的 台子 上 ,并 在 容器 的 四 周 附 近 加 热 , 在 
中 心 附近 冷却 。 图 28 是 Fultz 装置 的 示意 图 。 其 中 容器 的 底部 是 
用 来 模拟 地 球 表面 的 一 个 半球 ,水 是 用 来 模拟 地 球 上 的 空气 的 , 转 
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盘 的 旋转 用 来 模拟 地 球 的 旋转 ,加 热 和 冷却 是 用 来 模拟 在 低 纬 大 
气 的 净 加 热 和 在 高 纬 大 气 的 净 冷 却 的 。 而 重力 是 靠 目 身 模拟 的 。 
Fultz 希望 在 水 中 发 展 起 的 运动 类 似 于 大 气 中 的 大 尺度 流 型 。 


图 28 在 转盘 实验 中 Fultz 装置 的 示意 图 。 箭 头 表示 转盘 旋转 的 方向 ,加 
热 在 容器 的 外 缘 , 冷 却 在 容器 的 中 心 


原先 ,容器 的 边缘 一 直 延 伸 到 超出 转盘 的 外 缘 , 而 加 热 装置 是 
一 个 固定 的 本 生 灯 (一 种 煤气 灯 ) ,暴露 在 室温 中 就 被 当 作 了 冷却 。 
后 来 ,加 热 装置 采用 了 易 控 制 的 安装 在 容器 四 周 的 加 热线 圈 , 而 冷 
却 装置 是 转盘 中 的 小 乱 喷 出 的 一 股 向 上 的 冷水 流 。 用 来 模拟 高 层 
大 气 运动 的 上 表面 水 的 流动 是 加 入 少量 的 铝 粉 来 观测 的 。 安 钱 了 
一 台 与 转盘 一 道 旋转 的 特殊 的 照相 机 作 定 时 的 摄像 ,这 样 , 铝 粉 的 
运动 在 像 片上 为 一 段 段 痕迹 ,有 时 候 每 次 曝光 结束 时 有 一 闪光 , 它 
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使 得 在 每 段 痕迹 的 前 端 加 了 一 个 箭头 。 水 在 深层 的 流动 可 以 通过 
在 深层 水 中 注入 的 染料 来 观测 。 温 度 表 经 常 插入 水 中 以 记录 伴随 
模拟 的 天 气 特征 结构 的 通过 预期 会 形成 的 温度 起 伏 。 转 盘 一 般 作 
道 时 针 旋 转 , 这 与 从 北极 上 空 所 观察 到 的 地 球 旋转 方向 相同 。 
Fultz 装置 元 件 的 总 费用 大 约 为 4 万 美元 ,这 在 1950 年 是 一 笔 相 
当 可 观 的 数目 ,但 是 中 枢 装 置 转盘 是 只 花 了 一 两 美元 买 来 的 ， 
Fultz 的 工作 即 是 大 家 所 熟知 的 转盘 实验 。 

Fultz 认为 不 管 实验 所 用 的 流体 是 气体 还 是 液体 ,结果 都 不 会 
有 什么 差别 ,但 水 肯定 是 一 个 最 简便 的 选择 。 水 不 含 任何 杂质 ,可 
以 用 来 模拟 实际 大 气 的 水 汽 和 云 , 而 转盘 的 底部 实际 上 是 平 的 , 因 
而 无 法 区 别 海 洋 和 陆地 。 因 为 在 大 气 中 未 考虑 水 和 地 球 曲率 而 一 
直 受 到 批评 的 动力 学 家 们 可 能 会 宣称 说 :他 们 实际 上 正 打 算 模拟 
转盘 实验 。 

因为 在 转盘 实验 中 事 事 都 被 安排 为 关于 旋转 轴 是 对 称 的 ,至 
少 在 实验 室 控 制 的 范围 内 是 如 此 ,这 样 ,人 们 很 自然 地 想到 ,模拟 
得 到 的 流 型 也 必然 是 对 称 的 ,看 起 来 或 许 很 像 图 29 所 表示 的 。 
Fultz 则 和 希望 模拟 的 流 型 多 少 有 点 像 图 30 所 表示 的 那样 ,包含 一 
个 弯曲 的 急流 和 一 组 典型 的 大 气 涡 旋 。 

Fultz 得 到 的 结果 比 预期 要 好 。 两 种 流 型 都 会 出 现 ,出 现 哪 一 
种 取决 于 转盘 的 旋转 速度 和 加 热 强 度 。 简 单 地 说 , 当 加 热 固 定时 ， 
随 着 转盘 旋转 速度 增加 而 超过 一 个 临界 值 时 ,对 称 环流 将 向 非 对 
称 环流 转换 ;而 当 足 够 大 的 旋转 速度 固定 时 , 随 着 加 热 强度 增加 达 
到 一 个 临界 值 时 ,类 似 的 转换 将 发 生 , 即 也 是 对 称 环流 向 非 对 称 环 ， 
流转 换 ,但 当 加 热 强度 继续 增加 而 达到 一 个 更 高 的 临界 值 时 , 非 对 
称 环流 将 回 到 对 称 环流 .实验 可 以 重复 进行 , 按 上 述 的 旋转 速度 和 
加 热 强 度 加 以 组 合 , 转 换 就 能 发 生 。 | 

在 早期 的 实验 中 ,出 现 的 非 对 称 流 也 似乎 是 不 规则 的 , 它 常 从 
一 种 流 型 连续 地 变 为 另 一 种 流 型 ,这 与 实际 大 气 的 变化 非常 相似 。 
我 们 现在 把 Fultz 实验 中 的 流 型 转换 看 作 是 两 个 系统 之 间 的 典型 
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图 29 在 转盘 中 水 的 上 晨 表 面 对 称 流 示意 图 

的 分 岔 ,一 个 是 定常 系统 , 它 的 吸引 子 是 相 空 间 中 的 一 个 单 奇 点 ; 
另 一 个 是 非 定常 系统 , 它 明显 地 是 混沌 系统 , 它 的 吸引 子 是 由 多 维 
流 型 的 无 穷 多 个 子 集 组 成 的 。 | 

ARB Fultz 同时 ,R. Hide( 海 德 ) 在 英国 剑桥 大 学 利用 一 
个 类 似 的 装置 进行 了 实验 。 主 要 的 不 同 是 实验 的 流体 位 于 两 个 同 
心 柱 之 间 的 环形 区 域 而 不 是 在 一 个 柱 体 的 内 部 ,Hide 的 实验 同样 
存在 对 称 流 型 与 非 对 称 流 型 之 闻 的 转换 ,不 过 ,或 许 是 因为 内 柱 的 = 
限制 作用 ,Hide 实验 中 的 非 对 称 流 经 常 是 规则 的 ,并 且 它 由 一 串 
环绕 圆柱 运行 且 不 变形 的 波 所 组 成 。 这 里 可 以 看 作 是 一 个 具有 一 
维 吸引 子 的 动力 系统 ,在 一 个 适当 选择 的 相 空 间 中 ,这 个 吸引 子 就 
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图 30 在 转盘 中 水 的 上 层 表面 非 对 称 流 示意 图 


是 一 个 圆 . 在 Hide 实验 中 隔 开 的 状态 只 能 通过 波 的 经 向 位 置 来 
区 别 。 

Hide 的 实验 也 揭示 了 一 个 显著 的 规则 的 现象 ,他 称 之 为 摆 
动 。 这 里 也 有 一 串 相同 的 流出 现 , 但 是 随 着 这 些 波 的 运行 . 乞 们 按 
一 个 正常 的 周期 方式 统一 改变 自身 的 形状 ,并 且 在 许多 “天 ”以 后 ， 
也 就 是 转盘 多 次 旋转 以 后 ,它们 将 再 现 原 有 的 形状 ,然后 再 次 重复 
循环 ,这 里 的 系统 有 一 个 两 维 的 吸引 子 , 两 个 变量 是 波 的 经 向 位 相 
和 摆动 循环 的 位 相 。 

Hide 原 不 是 一 个 气象 学 家 ,虽然 他 从 此 成 为 气象 界 的 第 一 流 


的 动力 学 家 ,并 且 当 时 他 己 着 手 模拟 地 球 磁 核 的 运动 ,但 是 ,作为 
° 82-6 
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一 个 知识 非常 广泛 的 学 者 ,他 很 快 看 到 他 的 实验 与 大 气 运动 的 天 
联 ,并 且 注 意 到 他 实验 中 的 摆动 与 大 气 经 常 看 到 的 强 、 弱 西风 之 加 
的 摆动 非常 相似 。 他 赶紧 与 Fultz 交流 信息 。 终 于 ,Fultz 在 他 的 转 
盘 中 同时 产生 出 周期 的 波 运动 和 摆动 ,而 Hide 也 发 现 ,他 目 己 的 
装置 也 会 产生 不 规则 的 现象 。 

跟 在 Fultz 和 Hide 之 后 ,其 他 一 些 科学 家 也 立即 开始 了 实验 
模拟 ,不 过 ,与 继续 热心 于 方程 组 的 科学 家 相 比 ,参与 的 人 数 还 是 
比较 少 的 。A. Faller (法 勤 ) 使 用 了 像 报废 的 唱机 转盘 那样 的 元 
件 , 设 法 用 4 美元 再 现 了 早年 Fultz 所 做 的 实验 。 接 着 ,他 在 
Woods Hole( 伍 效 霍 尔 ) 海 洋 研究 所 造 了 一 个 直径 为 8 英尺 的 转 
盘 , 在 这 个 转盘 中 能 产生 冷 锋 和 暖 锋 ,在 大 气 中 这 是 隔 开 有 显著 温 
差 的 大 范围 空气 团 的 狭窄 地 带 , 在 实验 中 即 是 隔 开 明显 温差 的 水 
团 的 狭 窗 地带。 锋 是 海平 面 天 气 图 上 普遍 存在 的 特征 。 

31 是 Fultz 通过 照 像 获得 的 一 个 摆动 循环 。4 张 图 是 在 四 
个 “转盘 天 ”的 时 段 中 拍摄 得 到 的 ,在 第 一 张 图 (左上 图 ) 中 最 亮 的 
条 纹 表示 一 个 弯曲 的 绕 极 急流 , 它 看 起 来 是 由 五 个 实际 相同 的 波 
组 成 的 。 这 些 波 不 断 改变 它们 的 形状 ,在 8* 天 ”以 后 (左下 图 ) 它 儿 
乎 已 转变 为 圆 形 的 涡 旋 。 这 些 涡 旋 不 断 伸 长 ,到 16“ 天 ?的 时 候 (图 
未 给 出 ) ,其 图 像 几 乎 与 初始 时 的 完全 一 样 。 

图 32 是 隔 了 1“ 天 ”的 转盘 的 两 种 像 片 ,这 是 在 不 规则 运动 期 
间 拍 到 的 看 起 来 像 是 混沌 状态 的 流动 ,同时 附 有 根据 像 片 由 Fultz 
所 作 的 流 线 分 析 .可 以 看 到 在 中 心 下 方 的 一 个 几乎 是 贺 的 涡 旋 (得 
头 所 示 ) 在 向 东 传 播 的 过 程 中 明显 伸 长 而 涡 旋 本 身 是 反 时 针 旋 转 
的 , 它 很 像 北半球 实际 大 气 的 低压 中 心 。 

图 33 中 的 第 一 张 流 线 分 析 图 是 把 图 32 中 的 流 线 反 向 绘制 成 
的 ,目的 是 为 了 模拟 南半球 大 气 的 流动 ,将 它 与 一 张 实际 的 南半球 
高 层 天 气 图 ( 右 图 ) 的 流 线 相 比较 ,两 者 非常 定性 地 一 致 .尽管 流 型 
不 重合 ,但 两 者 像 得 可 以 认为 它们 是 从 同样 的 吸引 子 中 挑选 出 来 
的 。 
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AE: ARE PHD. Fultz 摄 得 的 在 摆动 循环 期 间 上 层 流动 的 四 个 阶段 - 

:25 定 的 作业 彰 次 为 上 左 图 .上 右 图 .下 左 图 和 下 右 图 ,它们 分 别 表示 开 
TOJE Saad af Bot 8 转 和 经 过 12 转 的 图 像 。 经 过 16 转 以 后 的 图 
3337-5 BARBS AHO PRA 


模型 实验 的 意义 是 非常 深远 的 。 从 实验 看 到 ,急流 ,移动 的 涡 
eB DR BT BE DE FE DRA AA M SE AE TEE KA 
有 有 3 针尖 要 药学 的 努 广 也 并 不 都 是 永远 成 功 的 ,人 们 有 时 认为 失败 
OY REIL PT RY hE RH FARA 
FH SEH ERAREKIN UKRA 
闻 的 相似 和 不 同 强烈 地 表明 :宏观 流 型 相似 的 主要 原因 应 该 在 对 
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图 32 在 转盘 中 摄 到 的 显示 混沌 运动 的 上 层 流 动 的 图 像 ,并 附 有 根据 图 
像 所 作 的 流 线 分 析 , 右 边 的 图 像 是 左边 图 像 经 过 一 转 后 的 流 形 ,图 
A RAD Ht (Fultz 分 析 3 的 引用 已 经 美国 气象 学 会 惠 许 


两 个 系统 都 有 影响 的 力 和 过 程 ( 重 力 、 旋 转 作 用 和 不 同 的 加 热 ) 中 
坪 寻 找 , 而 像 可 压缩 性 (空气 有 但 水 没有 ) 这 类 特征 只 是 次 要 的 。 因 
此 ,如 果 有 一 个 神秘 的 力 在 大 气 中 起 作用 的 话 , 它 也 应 该 在 转盘 中 
同样 有 作用 。 | 
最 后 我 要 说 的 是 ,我 们 的 1 天 约 等 于 24 小 时 而 不 是 数 倍 于 
此 ,这 可 能 是 史前 的 一 个 偶然 情况 .如果 是 这 样 , 那 未 ,我 们 的 大 气 
. 85 ° 
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图 33 左 图 的 流 线 分 析 是 图 32 反 向 得 到 的 ,目的 是 为 了 模拟 南半球 的 流 
动 ; 右 图 是 实际 的 南半球 一 部 分 500 百 帕 等 压 面 上 的 等 高 线 图 ,在 
此 等 压 面 (其 平均 高 度 约 为 5.5 公里 ) 上 , 流 线 与 等 高 线 非常 相似 


的 运动 像 迅速 旋转 的 转盘 而 不 是 像 缓 慢 旋 转 的 转盘 ,大 气 变 化 起 
伏 是 混沌 的 而 不 是 有 严格 规律 的 ,我 们 的 天 气 是 难以 预测 的 而 不 
是 死板 地 重复 着 单调 的 循环 或 者 除了 季节 的 缓慢 推移 外 一 切 都 没 
有 变化 ,所 有 这 些 也 可 能 全 是 偶然 的 了 。 


500 万 个 变量 的 动力 系统 


混沌 大 气 的 最 强 有 力 的 证 据 来 自 数学 模式 .严格 地 说 ,这 些 模 
式 是 目 动力 气象 学 诞生 以 来 动力 气象 学 家 们 一 直 在 使 用 着 的 ,但 
是 ,近期 以 来 一 个 “模式 ”通常 表示 可 以 设法 在 计算 机 上 求 数值 解 
的 一 个 方程 组 ,所 以 ,这 类 较 实际 的 模式 的 历史 本 质 上 就 是 应 用 动 
力 方程 组 做 天 气 预报 的 历史 。 

数值 预报 的 历史 是 20 世纪 初期 在 挪威 开始 的 ,当时 ，V. 
Bjerknes( 皮 叶 克 尼斯 )( 有 些 人 认为 他 是 空前 伟大 的 气象 学 家 ) 提 
出 天 气 预 报 的 问题 不 过 是 应 用 一 组 同时 的 天 气 观 测 资料 作为 初始 
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状态 去 求解 表征 基本 规律 的 方程 组 的 问题 。 他 认为 方程 组 是 已 知 
的 ,但 没有 求解 的 实际 方法 。 许 多 年 以 后 ,也 正 是 Bjerknes 文 持 了 
这 样 的 想法 , 即 认 为 大 陆 和 次 大 陆 尺 度 的 涡 旋 和 其 它 的 特征 结构 
之 所 以 必然 会 在 大 气 中 存在 ,其 原因 并 不 在 于 缺少 这 些 结构 的 流 
型 ( 它 在 转盘 实验 中 看 起 来 像 对 称 流 并 构成 一 个 平衡 态 ) 在 动力 学 
上 是 不 可 能 的 ,而 在 于 这 种 流 型 对 于 大 气 中 水 平 范围 大 而 振幅 小 
的 不 可 避免 的 扰动 是 不 稳定 的 。 这 些 扰 动 会 继续 加 强 并 作为 该 完 
全 流 型 的 一 部 分 而 持续 下 去 。 

数值 预报 的 下 一 篇 章 始 于 英国 ,是 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 。 当 
时 , 多才多艺 的 科学 家 L. Richardson H EIN RX ERESIA 
生 贞 的 特性 所 吓 倒 ,而 企图 用 数值 方法 求解 方程 组 。 在 他 的 方法 
中 ,他 把 气压 、 风 和 其 它 量 的 连续 分 布 ( 只 要 将 不 同 天 气 站 的 报告 
进行 内 插 , 总 是 能 估计 出 ), 用 这 些 量 在 规则 格 点 上 的 值 去 代替 。 而 
这 些 量 的 梯度 ( 即 这 些 量 的 水 平 变化 率 ) 是 用 这 些 量 在 相 邻 格 点 上 
的 值 的 差分 去 近似 。 

作为 一 个 教徒 ,Richardson 反对 战争 ,但 他 不 害怕 上 前 线 ,而 
且 在 战争 期 间 他 乐于 做 一 个 战地 救护 车 的 司机 。 他 选择 了 某 一 天 
的 大 范围 的 天 气 资料 随身 带 着 ,并 且 在 轮休 时 , 作 了 无 数 次 的 加 、 
减 和 乘法 运算 ,对 一 个 小 于 欧洲 的 区 域 作 了 6 小 时 的 预报 ,他 预报 
的 天 气 型 式 不 仅 被 事实 证 明 是 错 的 ,而 且 与 以 前 所 出 现 的 任何 流 
型 都 不 像 。Richardson 认为 他 的 预报 失败 是 因为 初始 风 的 资料 有 
问题 所 造成 的 ,然而 后 来 的 分 析 指 出 :即使 有 完全 理想 的 初始 资 
料 ,他 的 方法 也 会 产生 虽 比 先前 小 一 些 但 仍然 十 分 严重 的 误差 。 

我 们 想像 有 一 个 来 自 外 层 空 间 的 庞大 的 怪物 突然 下 落 接近 地 
RHE A BARA ERR RK Re. R 
们 完全 不 谈 它 对 地 球 上 的 生命 可 能 有 的 灾难 性 影响 ,我 们 要 问 它 
对 天 气 将 产生 什么 样 的 影 啊 。 

例如 本 来 是 一 直 围 绕 一 个 低压 系统 作 正 常 运动 的 空气 ,这 时 
就 可 能 受 搅动 而 大 量 进 入 低压 。 这 个 低压 就 会 很 快 填塞 而 迅速 变 
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为 一 个 高 压 , 之 后 堆积 的 空气 急剧 涌 癌 外 , 留 下 一 个 深 的 低压 。 以 
后 空气 又 第 二 次 进入 ,然后 又 涌 出 。 由 于 地 球 旋 转 形成 的 反复 折 回 
效应 ,上 述 运 动 还 要 更 复杂 些 , 在 那个 庞 然 怪 物 使 得 空气 流出 一 个 
低压 或 流入 或 流出 一 个 高 压 的 地 方 , 就 会 发 生 类 似 的 事件 。 那 么 ， 
必然 会 形成 气压 和 相伴 的 风 的 高 频 振荡 ,理论 指出 ,这 个 高 频 振 荡 
的 周期 (从 低压 变 成 高 压 再 变 回 低压 所 需 的 时 间 ) 差 不 多 是 一 天 。 

看 来 ,大 气 本 身 自 有 办 法 消除 任何 这 样 的 高 频 振 荡 ; 否 则 它 就 
成 了 我 们 正常 天 气 的 一 部 分 了。 机 械 的 和 热力 的 阻尼 对 于 消除 这 
种 振荡 起 了 重要 的 作用 。 要 不 了 几 个 星期 ,这 种 高 频 振荡 就 很 难 觉 
察 到 了 ,于 是 天 气 恢 复 到 正常 状态 ;尽管 这 时 天 气 型 的 具体 演变 无 
疑 已 与 没有 这 种 扰动 时 的 演变 不 同 了 。 换 句 话 说 ,日 复 一 日 的 正常 
的 天 气 型 乃 属 于 全 球 天 气 系统 的 吸引 子 。 而 外 来 的 庞 然 怪物 将 形 
成 一 个 脱离 吸引 子 的 新 的 状态 (作为 一 个 初始 状态 来 考虑 ) ,不 过 ， 
与 任何 一 个 耗 散 的 动力 系统 一 样 , 瞬 变 的 效应 终究 都 会 被 阻 息 ,从 
而 恢复 正常 的 状态 。 

现在 假想 ,Richardson 曾 经 希望 应 用 他 的 数值 程序 去 预测 如 
果 这 个 庞 然 怪物 造访 过 地 球 将 会 发 生 什 么 情况 。 他 可 能 做 得 不 如 
他 曾经 做 过 的 那样 好 。 像 他 应 用 过 的 那 种 天 气 观测 资料 以 及 在 标 
准 的 地 理 位 置 上 的 内 插 是 包含 着 许多 小 的 误差 的 。 大 气 的 实际 状 
态 与 Richardson 能 够 作 最 佳 预测 的 状态 之 间 的 不 同 是 与 大 气 被 
搅动 前 后 状态 的 不 同 大 致 上 是 相 类 似 的 .真正 的 状态 属于 吸引 子 ， 
而 预测 的 状态 则 不 是 。 不 可 避免 地 ,Richardson 所 预测 出 的 乃 是 
他 假定 的 初始 状态 所 要 求 的 高 频 振荡 。 

Richardson 在 其 1922 年 完成 的 不 朽 著作 《通过 数值 过 程 作 天 
气 预报 》 中 ,全 面 而 详细 地 叙述 了 他 的 方法 ,并 且 讨 论 了 他 所 作 的 
预报 。 他 在 书 的 最 后 展望 :一 个 有 64000 人 轮流 值班 的 天 气 中 心 制 
14 天气 预报 ( 指 用 数值 过 程 做 天 气 预报 一 一 校注 ?的 速度 可 以 超过 
天 气 自 身 发 展 的 速度 。 但 他 没有 预见 到 ,不 到 半 个 世纪 ,人 们 利用 
先进 的 设备 可 以 与 64000 人 一 样 迅 速 地 做 出 天 气 预 报 。 
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紧 随 着 Richardson 的 努力 之 后 ,对 数值 预报 的 态度 一 般 变 得 
比较 悲观 。 许 多 知名 的 气象 学 家 对 于 风 的 观测 能 准确 到 足以 抑制 
虚假 的 振荡 这 一 点 持 怀 疑 态 度 。. 还 有 些 人 虽然 不 是 这 样 看 ,但 却 对 
数值 预报 所 需要 的 纯粹 的 计算 量 之 大 感到 泄气 。 

符 亏 出 现 了 一 位 最 有 信心 的 科学 家 ,他 就 是 瑞典 的 C. G. 
Rossby (罗斯 贝 ), 一 位 名 符 其 实 的 动力 气象 学 家 ,他 肯定 是 男 一 
位 空前 伟大 的 气象 学 家 。 他 的 杰出 贡献 之 一 是 他 认为 了 解 大 气 的 
关键 是 风 而 不 是 气压 ,一 个 低压 系统 同样 也 是 一 个 旋转 的 涡 旋 , 虽 
然 气 压 表 能 最 易 和 最 准确 地 测量 和 反映 低压 系统 的 特征 结构 ,但 
流 型 对 低压 系统 的 行为 却 可 能 有 着 更 大 的 影响 ,而 气压 只 是 被 当 
作 一 个 指示 器 而 已 。 

到 本 世纪 中 叶 , 著 名 的 数学 家 本 von Neuman O5 WPR) 
开始 致力 于 设计 自动 计算 机 并 应 用 它 来 解决 问题 。 虽 然 他 不 是 一 
个 气象 学 家 ,但 是 他 认识 到 天 气 预 报 问题 是 一 个 无 可 争辩 的 需要 
用 计算 机 解决 的 问题 。 他 马上 东 奔 西 走 收 罗 一 批 气象 学 家 和 其 他 
科学 家 到 新 泽 西 州 的 普林斯顿 高 级 研究 所 去 解决 数值 预报 问题 。 
除了 面临 大 的 计算 困难 以 外 ,还 要 解决 虚假 的 振荡 问题 ，。 

参与 天 气 进程 的 大 气 状态 全 都 被 认为 是 限制 在 全 球 天 气 系统 
的 吸引 子 上 ;假定 任何 瞬 变 的 效应 早已 消失 。 如 果 某 个 方程 组 被 用 
来 作 一 两 天 的 短期 预报 的 话 , 那 么 就 必须 处 理 好 在 吸引 子 上 的 状 
态 , 或 者 较 好 地 近似 描写 这 些 状态 。 另 一 方面 ,不 需要 处 理 不 在 吸 
引子 上 的 状态 ,因为 这 些 状 态 永远 不 会 发 生 。 

认识 这 一 点 的 von Neumann 小 组 的 一 个 成 员 是 当时 年 青 的 
气象 学 家 J. Charney( 查 尼 ), 后 来 他 被 看 成 是 另 一 个 空前 伟大 的 
气象 学 家 。 在 到 达 普 林 斯 顿 以 前 ,Charney 已 经 认识 Rossby. KM 
Rossby 的 关于 风 场 重要 性 的 思想 出 发 ,Charney 设法 构造 一 个 方 
程 组 的 系统 ,但 该 系统 未 能 有 效 地 区 分 不 实际 的 天 气 型 和 稍 有 不 
同 但 比较 符合 实际 的 天 气 型 ,前 者 预期 可 能 有 强 的 振荡 发 展 ,而 后 
者 预期 不 可 能 有 强 的 振荡 发 展 ;Charney 任 取 其 中 一 种 流 型 作为 
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初始 状态 ,预测 出 高 频 振荡 不 可 能 发 生 。 如 果真 有 一 个 天 外 庞 然 怪 
物 来 访 的 话 ,Charney 的 系统 是 不 能 觉察 出 的 。 这 是 因为 实际 上 
Charney 的 新 的 方程 组 滤 掉 了 高 频 振动 ,后 来 ,有 时 把 这 样 的 方程 
组 称 为 滤波 方程 组 ,而 把 Richardson 所 应 用 的 更 准确 的 方程 组 称 
为 原始 方程 组 。 滤 波 方程 组 经 过 各 种 修正 以 使 其 更 适合 于 作 数 值 
计算 之 后 , 遂 成 为 第 一 批 数 值 预 报 试验 的 基础 .这 些 早期 奋斗 的 历 
中, 已 经 适当 地 由 P. Thompson (汤普森 ) 和 G，Platzman( 普 拉 获 
曼 ) 详 细 地 有 叙述 了 ,他 们 是 最 早 参 与 数值 预报 的 两 个 人 。 

到 50 年 代 中 期 ,数值 预报 虽然 尚 不 能 与 有 经 验 的 天 气 预 报 员 
所 作 的 预报 相 匹 敌 , 但 还 算是 成 功 的 ,因此 数值 预报 遂 被 各 国 国家 
天 气 局 引用 作为 日 常 预报 业务 的 一 部 分 ,至 此 ,至 少 可 以 说 天 气 预 
报 员 除了 他 们 早先 一 直 使 用 的 预报 手段 以 外 ,还 拥有 计算 机 所 给 
出 的 信息 。 预 报 员 可 以 自行 其 是 地 使 用 或 者 拒绝 使 用 这 种 信息 。 但 
是 , 随 着 时 间 的 推移 ,预报 员 终于 越 来 越 依 赖 于 数值 预报 的 产品 
了 。 

作为 动力 系统 ,新 的 模式 是 比较 特别 的 。 在 模式 中 不 存在 像 实 
际 大 气 系统 那样 的 吸引 子 . 如 果 这 种 模式 被 用 来 做 长 期 预报 (例如 
月 预报 ?的 话 , 那 么 它 所 产生 的 天 气 型 式 与 实际 的 天 气 型 式 将 很 不 
相同 。 这 是 因为 在 最 早先 的 预报 中 外 部 强迫 和 内 部 耗 散 被 完全 从 
方程 组 中 忽略 掉 了 ,忽略 的 理由 是 ,不 管 强迫 和 耗 散在 形成 一 个 初 
始 状 态 时 是 如 何 重 要 ,但 它们 在 一 两 天 内 的 影响 应 该 是 很 小 的 。 因 
此 ,姑且 不 谈 数值 计算 可 能 引起 的 一 些 变化 , 单 就 这 些 模式 本 身 来 
说 ,是 保持 总 能 量 守恒 的 ,而 且 与 其 它 的 Hamilton 系统 一 样 ,没有 
任何 吸引 子 。 

考虑 到 在 数值 预报 模式 中 未 计 入 强迫 和 耗 散 的 缺点 , 它 它 的 一 
个 日 然 发 展 是 全 球 环流 模式 。 这 种 模式 采用 的 方程 组 非常 像 已 用 
于 短期 预报 的 方程 组 ,但 是 ,顾名思义 ,全 球 环流 模式 的 区 域 应 该 
能 覆盖 全 球 或 者 至 少 覆 盖 一 个 半球 的 大 部 分 ,而 不 是 一 个 比较 有 
限 的 区 域 。 新 的 模式 的 目的 是 模拟 天 气 而 不 是 做 预报 。 所 模拟 的 
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天 气 的 长 期 行为 在 许多 方面 尽 可 能 是 逼真 的 ,并 且 初 始 条 件 通常 
故意 地 选择 得 不 像 是 实际 的 天 气 型 ,以 期 望 比 较 合理 的 流 型 能 较 
快 地 显示 出 来 换 句 话说 ,我 们 期 望 新 模式 包含 实际 的 吸引 子 。 不 
用 说 ,外 加 强迫 和 内 部 耗 散 是 必需 包括 进去 的 。 

最 早 的 全 球 环流 模式 是 由 N. Phillips( 菲 利 普 斯 ) 设 计 的 。 他 
一 直 与 Charney 同 在 普林斯顿 的 高 级 研究 所 密切 地 合作 。 Phillips 
的 动力 系统 中 有 450 个 变量 ,他 扩展 他 的 解 到 一 个 月 ,并 且 在 他 遇 
到 计算 上 的 问题 以 前 产生 了 一 个 弯曲 的 急流 和 移动 的 涡 施 。 接 着 
他 又 成 功 地 找到 了 计算 上 的 问题 并 给 出 了 解决 方法 ,这样 ,他 就 为 
后 来 的 无 数 个 全 球 环流 模式 的 建立 铺 平 了 道路 。 

在 60 年 代 , 过 滤 方 程 组 非常 流行 ,这 样 的 方程 组 使 得 利用 早 
期 的 计算 机 做 数值 预报 是 可 行 的 ,不 过 , 它 不 能 做 出 人 们 所 期 望 的 
高 质量 的 汶 值 预报 . 随 着 高 效率 的 计算 机 的 出 现 ,一 些 气 象 学 家 把 
他 们 的 注意 力 转 回 到 原始 方程 组 来 .在 10 年 前 被 认为 是 原始 方程 
组 不 能 解决 的 高 频 振荡 问题 现在 看 来 在 概念 上 是 非常 地 简单 , 尽 
管 实现 起 来 并 不 那么 容易 。 

根据 观测 资料 内 插 所 获得 的 初始 风 场 和 气压 场 总 是 不 准确 
的 ;否则 它们 就 不 会 产生 比 在 自然 界 观测 到 的 振荡 要 强 得 多 的 振 
荡 。 下 一 步 为 什么 我 们 不 可 以 对 初始 场 作 一 点 修改 (即使 这 种 修改 
有 使 初 她 场 的 精度 略微 降低 之 钻 ) 以 产生 新 的 初始 状态 使 得 高 频 
振荡 不 会 发 展 , 从 而 替代 了 仅仅 应 用 不 能 预测 高 频 振 划 发 展 的 方 
程 组 呢 ? 在 广泛 的 研究 以 后 ,已 制定 出 几 种 调整 方案 ， 改进 工作 仍 
在 进行 中 .这 种 修改 或 调整 的 过 程 称 为 初 值 化 , 它 已 成 为 应 用 原始 
方程 组 作 日 常数 值 预报 工作 的 一 个 不 可 缺少 的 程序 。 值 得 我 们 注 
意 的 是 , 初 值 化 并 不 需要 形成 准确 的 初始 状态 , 它 只 是 要 求 形成 一 
个 可 能 是 较 准 确 的 初 值 以 代替 不 准确 的 初 值 .从 理论 上 说 , 初 值 化 
就 是 将 观测 到 的 状态 位 移 到 接近 于 在 吸引 子 上 的 某 个 状态 。 

到 70 年 代 , 全 球 环流 模式 的 设计 者 也 转向 原始 方程 组 。 随 着 
时 间 的 推移 和 计算 机 的 愈 发 高 效 ,使 得 全 球 环流 模式 和 数值 预报 

. 9] . 


混沌 的 本 质 


模式 之 间 的 差别 趋 于 消失 ,在 业务 预报 中 心 ,现在 已 能 够 应 用 覆 六 
全 球 或 者 至 少 是 覆盖 半球 的 模式 ,并 且 这 样 做 是 有 充分 的 理由 的 ， 
这 是 因为 人 们 对 几 天 的 预报 有 日 益 增长 的 兴趣 ,而 在 几 天 的 时 间 
中 风暴 能 够 从 很 远 的 地 区 移 来 。 

就 我 个 人 来 说 ,最 熟悉 的 大 气 模式 是 位 于 英国 里 丁 (Reading) 
的 欧洲 中 期 天 气 预 报 中 心 的 业务 用 的 数值 预报 模式 。 欧 洲 中 心 是 
许多 欧洲 国家 的 气象 局 联合 创办 的 .顾名思义 ,其 使 命 是 做 中 期 预 
报 , 也 就 是 做 10 天 以 内 的 数值 预报 。 在 欧洲 中 心 工作 的 科学 家 或 
者 直接 从 事 模 式 的 研究 ,或 者 从 事 与 模式 设计 和 运转 有 关 的 工作 ， 
他 们 当中 不 仅 有 来 自 成 员 国 的 代表 ,而 且 还 包括 来 自 世 界 各 地 的 
访问 学 者 。 

该 模式 本 身 是 全 球 的 ,并 且 与 现代 大 多 数 的 模式 相像 CEE 
原始 方程 组 的 基础 上 建立 的 。 或 许 我 不 该 称 它 为 该 模式 ,这 是 因为 
在 这 10 年 左右 的 期 间 ( 在 这 期 间 我 断断续续 地 同 它 打 交道 ) 人 们 
为 了 改进 它 的 性 能 而 不 断 地 对 它 进 行 修 改 。 在 1985 年 ,模式 包括 
很 多 物理 量 , 其 中 的 温度 和 风 的 两 个 分 量 等 三 个 物理 量 在 19 层 的 
每 一 层 上 都 有 定义 ,第 四 个 物理 量 是 水 汽 含量 , 它 除 了 最 高 的 一 层 
外 ,在 其 它 各 层 均 有 和 定义。 气压 只 在 最 下 一 层 以 显 式 定 义 , 这 是 因 
为 当 在 中 间 层 的 温度 和 湿度 已 知 时 ,各 较 高 层 的 气压 可 以 由 较 低 
层 的 气压 推出 。 其 它 像 土壤 湿度 等 次 要 的 变量 只 在 合适 的 地 点 定 
义 。 在 每 层 的 每 个 物理 量 为 了 实际 的 目的 跨越 全 球 的 多 于 11000 
个 的 格 点 上 逐一 给 出 。 这 样 ,模式 就 可 包括 一 个 总 数 大 约 为 80 万 
个 变量 。 

这 样 仍然 不 够 ,到 1991 年 后 期 ,经 向 和 纬 向 的 分 辩 率 均 以 加 
倍 提高 ,从 而 使 有 效 格 点 成 为 45000 个 ,标准 层 数 增 至 31 个 。 这 
. 样 , 便 有 了 一 个 含 500 万 个 变量 的 模式 ,现代 全 球 环流 模式 即 是 如 
此 组 成 。 

可 能 有 人 会 认为 一 个 包含 500 万 个 变量 的 由 500 万 个 联合 方 
程 所 组 成 的 方程 组 是 否 有 点 过 份 了 ,但 是 我 们 必须 注意 ,如果 水 平 

a 97 e 


第 三 章 RERS 


网 格 不 足 5 万 个 点 , 则 每 个 点 大 约 占 有 多 于 1 万 平方 公里 的 面积 ， 
这 样 一 个 面积 大 得 足以 锯 掉 一 个 雷暴 。 我 在 欧洲 中 心 已 经 听 说 有 
人 推测 该 模式 的 进一步 扩展 不 会 马上 实现 ,这 充分 说 明 ,并 不 是 所 
有 重要 的 天 气 特征 结构 都 能 很 快 被 分 辨 出 来 。 

混沌 是 怎么 回 事 ?几乎 所 有 的 全 球 模式 ,除了 非常 早 的 模式 以 
外 ,都 已 经 作 了 可 预报 性 的 试验 ,在 试验 中 对 来 自 稍稍 不 同 初始 条 
件 的 两 个 或 多 个 解 都 检查 了 有 无 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 。 我 
们 的 兴趣 并 不 在 于 混沌 本 身 ,而 在 于 分 析 做 中 期 预报 ,特别 是 做 两 
星期 的 预报 的 可 行 性 。 

几乎 没有 例外 ,所 有 的 模式 都 指出 :初始 小 的 差别 都 将 被 扩 
大 ,一 直到 它们 不 再 小 为 止 。 其 至 在 扩大 速率 上 也 有 很 好 的 定量 上 
的 一 致 性 。 只 要 我 们 不 是 坚持 认为 欧洲 中 心 的 现 有 模式 以 及 华 盛 
顿 国家 气象 中 心 和 其 它 中 心 的 类 似 模 式 尽管 能 做 出 较 好 的 短期 预 
报 , 但 却 并 不 真正 代表 大 气 的 行为 , 那 末 我 们 就 只 有 得 出 这 样 的 结 
论 :大 气 本 身 是 混沌 的 。 


结 å R 


探讨 物体 在 斜坡 上 呈 混 沌 状 下 滑 的 可 能 性 主要 只 有 学 术 理 论 
上 的 意义 ,但 大 气 运动 的 混沌 性 则 有 着 意义 深远 的 影响 。 

它 的 最 明显 不 过 的 影响 是 限制 了 我 们 的 预报 能 力 。 现 在 想像 
你 是 一 个 计算 机 时 代 的 预报 员 , 并 且 你 不 是 只 做 一 个 中 长 期 预报 ， 
而 是 要 做 12 个 中 长 期 预报 ,于 是 你 取 了 大 体 上 相似 的 12 个 初始 
状态 ,它们 彼此 的 差别 不 超过 通常 对 实际 初始 状态 进行 估计 所 产 
生 的 误差 。 例 如 ,在 某 些 点 上 的 温度 可 以 相差 1 度 左 右 ,而 风速 可 
以 相差 2 节 或 3 节 (1 节 =1 海里 * /小 时 )。 为 了 去 除 预 计 会 出 现 
的 虚假 高 频 振荡 ,你 对 每 个 初始 状态 进行 初 值 化 处 理 , 在 根据 每 个 


* 1 海里 二 1. 852 公里 一 一 编者 注 
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初始 状态 使 用 你 的 计算 机 所 能 够 作出 的 对 真实 物理 规律 的 最 佳 近 
似 做 两 星期 的 预报 时 ,你 将 会 发 现 , 由 于 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 
性 ,这 12 个 预报 ,结果 都 不 很 像 。 如 果 你 没有 任何 根据 说 12 个 初 
始 场 中 哪 一 个 是 正确 的 话 , 那 么 你 也 没有 根据 说 这 12 个 预报 中 哪 
一 个 应 该 作为 正式 预报 。 

你 所 要 实现 的 上 述 过 程 并 不 是 某 些 人 的 不 切实 际 的 约 想 。 它 
预示 着 在 计算 机 已 经 愈益 先进 的 时 代 , 未 来 的 预报 方法 将 会 是 什 
么 样 的 。 这 就 是 初始 条 件 任意 选择 的 Monte Carlo (蒙特 卡 罗 ) 预 
报 。 这 个 名 称 来 自 一 个 著名 的 Monte Carlo 赌博 娱乐 场 。 因 为 赌博 
的 最 初 思想 是 :在 无 穷 多 个 合格 的 初始 状态 中 ,少数 初始 状态 应 该 
是 随机 选 出 的 。 但 是 现在 看 来 ,这 种 方法 如 果 用 于 日 常 业务 的 话 ， 
其 初始 状态 可 能 是 人 为 挑选 的 。 自 从 用 计算 机 作为 产生 统计 分 布 
的 工具 以 来 ,Monte Carlo 方法 实际 上 已 经 在 很 多 领域 中 应 用 。 

Monte Carlo 方法 使 我 们 对 做 一 些 特殊 天 气 的 预报 的 可 信 程 
度 有 所 了 解 . 如 果 这 些 预报 彼此 之 间 很 少 相 似 , 那 么 这 些 预 报 的 可 
信 程 度 是 很 低 的 ,不管 其 中 的 一 个 预报 被 任意 选 为 正式 预报 ,抑或 
是 用 它们 的 某 种 平均 作为 正式 预报 .相反 ,如果 这 些 预报 披 此 之 间 
非常 相似 ,那么 这 些 预报 中 的 任何 一 个 都 是 可 信 的 。 

选择 2 个 星期 作为 预报 时 限 的 根据 是 什么 呢 ? 为 什么 2 个 星 
期 以 后 的 预报 会 有 显著 的 不 同 呢 ? 那 还 要 追溯 到 60 年 代 初 ,当时 ， 
制定 全 球 大 气 研究 计划 的 准备 工作 正在 进行 ,这 个 计划 是 一 个 国 
际 性 的 计划 ,其 目的 在 于 取得 全 球 范围 内 的 高 质量 的 观测 资料 ,并 
扩大 我 们 对 大 气动 力 状 态 的 了 解 , 以 使 这 些 新 资料 得 到 最 佳 的 应 
用 。 制 定 全 球 大 气 计 划 的 最 初 目 的 之 一 就 是 较 好 地 作出 2 个 星期 
的 预报 。 这 样 一 个 庞大 的 计划 显然 需要 巨大 的 资金 ,因此 , “目标” 
或 许 应 该 看 成 是 “销售 宣传 要 点 ”的 一 种 委 巡 说 法 。 

正好 在 这 个 时 期 一 些 气 象 学 家 开始 认识 到 大 气 行为 对 初始 条 
件 的 敏感 的 依赖 性 。 组 织 全 球 大 气 研 究 计 划 的 领导 者 之 一 的 
Charney 认为 在 能 够 做 出 第 一 个 2 周 预 报 之 前 ,可 能 2 周 预 报 被 
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证 明 是 不 可 能 的 ,因此 他 把 制作 2 周 预报 的 目标 改换 成 确定 2 周 
预报 是 否 可 行 。1964 年 在 科罗拉多 州 的 Boulder( 博 尔 得 ?举行 了 
一 个 特殊 的 会 议 , 一 大 批 动力 气象 学 家 天气 学 家 和 包括 所 有 当时 
活路 的 全 球 环 流 模式 设计 者 在 内 的 其 他 气象 学 家 参加 了 会 议 。 会 
议 的 议事 日 程 包括 10 个 国家 的 代表 提交 的 科学 论文 。 Charney 在 
会 上 论述 了 大 气 混沌 行为 的 可 能 性 。 但 是 ,在 休会 期 间 ( 那 通常 是 
会 议 的 实际 工作 时 间 ),Charney 设法 说 服 所 有 的 全 球 环流 模式 的 
设计 者 ,要 他 们 应 用 他 的 模式 去 作 数 值 试验 ,对 根据 稍 有 不 同 的 初 
始 条 件 做 出 的 一 对 对 预报 检查 它们 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 。 
根据 在 以 后 的 几 个 月 完成 的 这 些 试验 ,Charney 的 委员 会 得 出 结 
论说 :对 于 温度 或 风 场 小 误差 平均 增 大 1 倍 的 时 间 所 作 的 合理 估 
计 是 5 天 。 

这 个 增长 1 倍 时 间 立 刻 成 为 可 预报 性 的 标准 度量 。 如 果 我 们 
对 初始 场 估计 误差 的 大 小 有 一 个 基本 概念 ,并 且 如 果 我 们 已 经 确 
定 在 预报 中 能 够 承受 多 大 的 误差 的 话 ,那么 我 们 就 能 够 知道 误差 
加 倍增 长 多 少 次 是 可 以 接受 的 ;而 且 , 如 果 我 们 也 能 知道 典型 的 加 
倍增 长 时 间 的 话 ,那么 ,我 们 也 就 能 够 估计 能 接受 的 可 预报 性 的 时 
加 范围 。 因 为 在 典型 的 误差 成 为 中 等 强度 以 后 ,增长 速度 将 会 减 
慢 , 所 以 能 接受 的 可 预报 性 的 时 间 范 围 还 能 再 向 上 提高 一 些 。5 天 
的 加 倍增 长 时 间 看 来 为 做 一 周 预报 提供 了 大 有 希望 的 前 景 , 但 是 
做 一 个 月 的 预报 就 几乎 一 点 希望 也 没有 了 ,而 2 星期 的 预报 似乎 
是 模棱两可 的 。 

当 更 强大 的 计算 机 可 以 用 在 气象 领域 的 时 候 , 通 常 就 会 建立 
更 大 的 数学 模式 ,而 用 这 种 更 大 的 模式 做 一 天 或 一 周 预报 所 需要 
花 的 时 间 却 并 未 增多 。 但 是 ,预报 模式 的 扩展 通常 要 求 扩 大 水 平和 
垂直 分 辨 率 ,此 外 ,还 要 涉及 到 对 某 些 物理 过 程 的 更 通 真 的 数学 表 
述 ,如 大 气 的 吸收 和 放射 辐射 .山区 上 空空 气 的 流动 等 等 。60 ER 
的 一 个 具体 的 模式 扩展 是 从 过 滤 模 式 变 为 原始 方程 模式 。 利 用 新 
的 模式 可 以 作 新 的 可 预报 性 试验 。 到 1970 年 ,典型 的 加 倍增 长 时 
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间 看 起 来 比较 接近 于 3 天 而 不 是 5 天 。 到 80 年 代 初 期 ,欧洲 中 心 
的 模式 和 其 它 模式 已 经 把 加 倍增 长 时 间 减 少 到 大 约 只 有 2 天 ,这 
个 估计 一 直到 1990 年 仍 未 变 。 因 此 , 尺 管 大 家 已 经 确认 2 周 预 报 
比 纯粹 猜测 略 好 一 些 ,根据 这 种 预报 对 移动 性 风暴 的 位 置 和 强度 
所 作 的 2 周 预测 却 越 来 越 不 符合 实际 。 

进一步 改进 天 气 预报 的 某 些 希望 来 自 以 下 事实 * 即 :利用 欧洲 
中 心 的 模式 从 不 同 初始 状态 出 发 所 做 的 2 个 预报 之 间 的 差别 通常 
要 比 任 一 个 预报 与 实际 天 气 之 间 的 差别 增长 得 慢 。 如 果 模 式 能 完 
全 代表 物理 规律 ,那么 增长 率 应 该 是 一 样 的 。 因 此 ,一 定 还 有 可 能 
再 作 改 进 。 计 算 指 出 ;如果 现 有 的 模式 能 够 准确 地 估计 大 气 的 加 售 
增长 时 间 , 那 么 一 个 较 好 的 模式 应 该 能 做 3 天 的 预报 ,而 且 效 果 与 
现在 1 天 的 预报 一 样 好 ,而 做 一 星期 的 预报 也 应 与 现在 3 天 的 预 
报 相 当 , 有 时 较 好 。 做 两 星期 的 预报 也 可 以 与 现在 一 星期 的 预报 相 
比较 ,虽然 效果 不 算 好 ,但 可 以 包含 一 些 有 用 的 信息 。 这 是 最 乐观 
的 看 法 ,还 可 以 有 别 的 看 法 ,就 是 因为 现在 的 模式 还 不 完善 , 合 i 
的 加 倍增 长 时 间 可 能 甚至 比 现在 估计 的 2 天 还 要 短 ， 

让 我 们 换 一 个 角度 来 论述 计算 出 的 加 倍增 长 时 间 。 首 先 ,加 倍 
增长 时 间 是 模式 的 属性 。 作 为 一 个 实际 的 大 气 系统 的 特性 ,2 天 的 
加 倍增 长 时 间 至 多 不 过 是 由 模式 所 能 分 辨 得 出 的 特征 结构 (诸如 
急流 .温带 涡 旋 或 许 还 有 热带 风暴 等 ) 的 加 倍增 长 时 间 。 那 些 通常 
既 不 是 由 全 球 观测 网 ,也 不 是 由 全 球 模式 的 计算 格 点 所 能 分 辩 得 
出 的 小 特征 结构 对 于 分 辨 出 的 大 特征 结构 有 着 重要 的 影响 ;暴雨 
和 阵雨 通过 热量 和 水 分 从 低层 向 高 层 的 输送 能 有 效 地 改变 全 球 的 
温度 和 湿度 分 布 。 在 一 个 模式 中 如 不 包含 这 些 效 应 ,预报 肯定 较 
差 . 大 尺度 的 流 型 往往 能 指示 重要 的 较 小 尺度 结构 的 存在 与 否 , 现 
在 的 标准 的 做 法 是 在 每 一 点 上 都 去 估计 小 尺度 特征 结构 的 最 大 可 
能 的 作用 。 这 种 方法 现在 叫做 参数 化 , 它 一 直 是 各 次 会 议 的 主题 。 
参数 化 仍然 是 大 模式 很 少 能 真实 表达 的 一 个 方面 ,不 过 ,改进 模式 
或 寻找 其 它 方案 一 直 在 不 断 地 进行 。 
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其 次 ,如 果 模 式 一 直 能 包括 许多 变量 使 得 风暴 和 其 它 小 尺度 
的 特征 结构 能 被 适当 地 表征 从 而 不 再 需要 参数 化 的 话 ,那么 ,预计 
这 些 特征 结构 细节 上 的 误差 增长 1 倍 需 要 2 天 时 间 就 完全 不 合理 
了 。 因 为 单个 的 典型 风暴 生命 仅 几 个 小 时 ,这 样 当 加 倍增 长 时 间 假 
定 为 2 天 时 ,在 这 几 个 小 时 内 误差 的 增长 就 几乎 是 看 不 出 来 了 .而 
事实 上 ,一 个 风暴 可 以 在 不 到 1 小 时 的 时 间 内 使 用 其 强度 增加 1 
倍 , 因 此 ,可 以 预计 两 个 比较 相似 的 风暴 之 间 的 差别 将 飞速 地 加 倍 
增 大 。 

如 果 人 情况 是 这 样 的 话 , 那 么 对 几 个 小 时 后 小 尺度 特征 结构 细 
市 的 预报 将 不 会 比 猪 测 的 结果 好 多 少 , 从 而 它们 对 大 尺度 运动 的 
影响 的 模式 表达 也 不 比 参数 化 的 好 。 换 句 话说 ,为 了 改进 预报 ,我 
们 可 以 在 预报 报 开 始 的 头 半 天 应 用 一 个 具有 难以 置信 的 极 高 分 辩 
率 的 模式 ,剩余 的 时 间 再 回 到 目前 使 用 中 的 模式 去 做 预报 。 问 题 
是 :引入 这 样 一 个 不 可 能 达到 的 高 分 辩 率 只 能 把 实际 的 可 预报 性 
增加 几 个 小 时 ,所 以 ,看 来 未 来 的 预报 改进 或 者 应 是 对 据 认 为 已 分 
辨 出 的 特征 结构 给 出 较 好 的 数值 表示 ,或 者 是 在 模式 中 对 某 些 物 
理 过 程 给 以 适当 的 考虑 。 由 于 分 辨 率 的 不 断 增 加 反 过 来 造成 预报 
能 力 的 明显 下 降 使 得 一 些 预 报 员 提出 ;在 90 年 代 中 期 预期 增加 的 
计算 能 力 可 能 更 有 利于 用 来 实现 某 些 Monte Carlo 方法 。 

由 于 有 这 样 一 些 障 得 , 当 我 们 得 知 以 下 情况 时 可 能 会 感到 吃 
惊 , 即 ;在 我 们 的 混沌 大 气 中 ,在 有 些 地 区 某 些 天 气 要 素 能 够 比较 
准确 地 预报 ,不 仅 预报 到 2 个 星期 ,而 是 预报 到 2 个 月 甚至 2 年 。 
在 这 些 要 素 中 能 预报 得 最 出 色 的 是 赤道 地 区 高 层 的 风 , 它 通常 受 
到 所 谓 的 准 2 年 振荡 控制 ,这 是 首先 由 华盛顿 大 学 的 R， Reed( 里 
德 ) 所 发 现 的 。 自 从 1883 年 印尼 爪哇 岛 西 部 喀 拉 喀 托 的 火山 爆发 
事件 之 后 ,人 们 有 了 共识 ,认为 在 赤道 上 空 20 公里 或 25 公里 处 吹 
的 是 东风 ;观测 到 的 火山 云 甚至 已 围绕 地 球 转 了 4 次 。 

在 50 年 代 , 当 零星 的 赤道 探测 气球 首先 到 达 足 够 高 的 高 度 
时 ,少数 气象 学 家 注意 到 ,标准 的 所 谓 喀 拉 喀 托 东 风 有 时 并 不 存 
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在 。 我 十 分 幸运 地 出 席 了 1960 年 的 会 议 , 当 Reed 宣布 他 的 发 现 
时 ,我 看 到 一 些 听 众 摇头 ,按照 Reed 所 坚持 的 看 法 :在 这 些 高 度 
上 的 赤道 风 应 连续 地 吹 东 风 大 约 1 年 ,然后 吹 西风 大 约 1 年 ,再 后 
再 吹 东风 1 年 ,如 果 喀 拉 喀 托 东 风 提 早 或 推 后 吹 1 年 的 话 , 那 么 按 
气象 学 的 语言 ,应 该 称 为 喀 拉 喀 托 西风 了 。 


气压 层 (hPa) 
西风 分 量 〈 米 / 秘 ) 


1966 68 70 72 74 76 76 80 82 84 1986 


图 34 图 中 的 密集 点 (有 些 已 过 密 而 不 能 彼此 分 辨 ) 表 示 在 1965 年 到 
1985 年 的 新 加 坡 上 空 70 百 帕 ,50 百 帕 ,30 百 帕 和 20 百 帕 等 压 面 
上 和 逐日 的 西风 分 量 。 实 线 为 西风 零 值 线 , 实 线 上 方 表 西风 的 值 , 下 
方 表 东风 的 值 ,近似 的 2 年 周期 是 明显 的 


接 下 来 的 一 些 年 份 完 全 证 实 了 Reed 的 看 法 。 图 34 中 所 描绘 
出 的 点 详细 表明 了 位 于 赤道 以 北 1 度 的 新 加 坡 上 空 在 70 百 帕 .50 
百 帕 、30 百 帕 和 20 百 帕 的 几 个 标准 等 压 面 上 西风 分 量 的 观测 值 ， 
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当时 的 海平 面 气 压 大 约 是 1000 百 帕 ,在 新 加 坡 上 空 的 这 些 气压 所 
达到 的 高 度 范围 变化 为 数 百 米 ,平均 高 度 大 约 分 别 是 18. 6 公里 、 
20.6 公里 .23.8 公里 和 26. 3 公里 。20 百 帕 的 平均 高 度 26. 3 公里 
大 约 是 商用 晓 气 式 飞 机 飞行 高 庆 的 2 倍 , 图 34 中 的 序列 从 1965 
年 初 (当时 让 新 加 坡 释 放 的 探 空 气球 首先 正常 地 到 达 高 层 ) 一 直 延 
伸 到 1985 年 未 ,这 段 时 间 共 有 9 个 完整 的 循环 。 因 为 没有 做 任何 
平滑 或 平均 ,所 以 , 标 出 的 点 可 以 视 为 做 特定 时 刻 预报 时 的 预报 
值 。 尽管 逐日 的 的 起 伏 一 直 吓 存在 的 ,但 在 高 空 3 层 中 信号 最 强 的 
部 分 是 由 振荡 自身 构成 的 , 夺 大 和 多数 的 天 来 说 ,可 以 通过 位 相 的 主 
观 外 推 并 预报 该 位 相 时 段 中 的 平均 状态 提前 一 或 2 个 循环 作出 较 
准确 的 风 的 预测 。 与 其 它 预测 一 样 ,这 些 预测 有 时 会 完全 失败 , 特 
别 是 在 东西 风 带 之 间 激 烈 转 换 的 时 期 。 注 意 位 相 是 从 高 层 向 低层 
传播 的 ,从 20 百 帕 传 到 70 百 帕 大 约 要 1 年 的 时 间 。 

振荡 的 周期 并 不 是 像 观测 到 的 循环 还 很 少时 所 推测 的 那样 正 
好 是 2 年 ,而 且 各 个 循环 并 没有 相同 的 周期 ,所 以 ,振荡 估计 也 可 
能 是 混沌 的 ,因此 它 的 位 相 不 能 提前 几 十 年 来 预测 。 此 外 ,这 种 混 
沌 与 大 陆风 暴 具 有 完全 不 同 的 时 间 尺 度 , 这 正如 大 陆风 暴 与 雷暴 
有 不 同 的 时 间 尺 度 一 样 。 或 许 主 要 的 问题 还 在 于 我 们 需要 了 解 在 
由 许多 相互 联系 的 部 分 所 组 成 的 混沌 动力 系统 中 会 发 生 什 么 情 
DE? 

有 关 在 大 气 中 混沌 影响 的 其 它 结 论 则 更 具 推 测 性 ,这 些 结论 
是 将 现实 世界 与 假设 天 气 不 是 混沌 的 情况 下 将 会 如 何 的 推测 的 世 
界 进 行 比较 后 得 出 的 。 在 转盘 中 ,我 们 已 经 看 到 了 对 称 流 型 .定常 
传播 波 、 摆 动 和 混沌 之 间 的 转换 ,但 是 ,我 知道 在 转盘 中 绝 没有 这 _ 
样 的 事 发 生 , 即 在 流 型 有 规律 地 重复 前 的 一 个 较 长 时 段 内 流 型 会 
发 生 非 常 广泛 的 变化 。 这 一 点 强烈 地 表明 (虽然 不 算 证 明 ) :如 果 大 
气 不 是 处 于 混沌 状态 ,那么 它 将 经 历 比较 简单 的 周期 振荡 ,这 种 周 
期 振荡 不 会 比 或 许 周 期 为 几 个 星期 的 摆动 更 复杂 ,尽管 准 2 年 振 
动 ( 如 果 它 在 非 混 沌 状态 下 仍 能 存在 的 话 ) 可 能 会 不 符合 这 个 结 
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论 。 这 时 任何 简单 的 大 气 行为 都 要 随 季节 的 推移 作 调 整 , 因 而 , 真 
正 的 重复 只 能 在 1 年 以 后 发 生 , 但 每 1 年 可 能 是 所 有 以 前 各 年 的 
重复 。 

作为 转盘 和 实际 大 气 的 共同 特征 的 移动 性 的 大 风暴 ,无 疑 也 
会 出 现 于 我 们 所 假想 的 周期 性 大 气 中 ,并 且 由 于 它们 随 季节 的 推 
移 而 进行 调整 ,因此 所 有 前 后 2 次 风暴 的 路 径 都 会 稍 有 不 同 。 因 
此 ,对 于 这 种 假想 的 周期 性 大 气 , 在 1 年 之 中 ,在 地 球 上 的 很 大 一 
部 分 地 区 都 能 接受 到 丰富 的 雨水 以 满足 农业 的 需要 ,每 个 地 点 有 
自己 的 具体 降雨 期 .这 时 如 果 没 有 季节 , 则 降雨 可 能 只 限于 某 些 狭 
军 的 地 带 内 。 

在 尺度 的 男 一 头 , 在 假想 的 周期 性 大 气 中 ,1 年 内 ,大 量 出 现 … 
的 雷暴 和 阵雨 足以 冲击 地 球 的 许多 地 区 。 飓 风 也 与 实际 大 气 中 的 
情况 完全 不 同 , 如 果 其 发 生 频 率 仍 然 与 在 实际 大 气 中 出 现 频率 一 
样 的 话 。 由 于 飓风 的 形成 和 维持 强烈 地 受 海 温 的 影响 ,因此 ,如 果 
海 表 温 度 与 实际 海洋 的 温度 不 相 上 下 的 话 ,飓风 就 能 够 经 常 地 发 
生 。 在 世界 范围 内 ,每 1 年 都 可 能 有 几 十 个 飓风 ,每 一 个 飓风 都 要 
有 一 个 名 字 , 而 且 在 1 年 以 后 出 现 的 同样 的 飓风 可 以 起 同样 的 名 
字 , 这 是 因为 风暴 被 视 为 一 个 以 年 为 周期 的 事件 ,就 像 厄 尔 尼 诺 
《南美 海岸 附近 不 定时 出 现 的 上 暖流) 不 管 何 时 重复 出 现 都 称 为 厄 尔 
尼 诺 事件 一 样 。 因 而 可 能 会 有 1964 年 的 Amy 飓风 或 1977 年 的 
Ben 飓风 这 类 名 称 。 

因为 每 个 被 命名 的 邮 风 都 按照 曾经 被 帜 风 重 复 过 无 数 次 的 路 
经 移动 ,所 以 我 们 没有 理由 预计 它 会 造成 很 大 损害 。 建 筑 者 可 以 避 
开 较 强风 风 的 路 径 , 这 些 强 飓风 路 径 加 在 一 起 也 不 会 占有 多 大 的 
地 盘 , 但 是 如 果 在 建设 时 能 够 事先 考虑 已 知 的 最 大 风速 和 泛滥 洪 
水 的 深度 的 话 ,即使 在 飓风 路 径 上 建筑 也 是 不 要 紧 的 ,在 许多 方面 
如 果 没 有 大 气 混沌 行为 的 变化 ,事先 制定 计划 就 会 简单 得 多 了 A 
此 ,在 现实 世界 中 ,制定 计划 所 遇 到 的 困难 以 及 飓风 和 其 它 风 暴 所 
造成 的 巨大 损失 都 应 该 归 因 于 混沌 。 
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对 于 假想 的 周期 性 大 气 ,已 不 再 需要 预报 员 应 用 20 世纪 的 方 
法 去 做 天 气 预 报 , 因 为 今年 的 天 气 或 许 就 是 去 年 的 天 气 。 不 过 ,这 
时 气象 学 家 仍然 很 活跃 ,就 如 同 实 际 世界 中 潮汐 理论 家 们 很 活跃 
一 样 。 他 们 要 对 按照 单调 规律 出 现 的 现象 寻求 解释 。 对 于 这 种 假 
想 的 周期 性 大 气 . 人 们 可 以 成 功 地 利用 全 球 环 流 模式 ( 它 可 能 是 全 
球 大 气 人 研究 计划 的 成 果 ) 去 模拟 重要 的 天 气 特征 结构 ,只 不 过 这 样 
的 计划 究竟 会 不 会 实 疤 ,是 应 该 怀 妖 的 ;既然 对 于 假想 的 周期 性 大 
气 已 无 需 改进 天 气 预 报 的 过 程 ,这 时 , 谁 还 会 提供 经 费 呢 ? 
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19 世纪 计算 数学 最 值得 骄傲 的 一 件 事 是 海王 星 的 发 现 。 如 果 
你 喜欢 在 入 夜 时 分 各 行星 逐个 登场 之 时 去 观测 天 空 的 话 , 那 么 你 
一 定 知道 ,海王 星 从 不 露面 的 。 它 是 太 微 弱 了 , 毫 不 奇怪 它 是 首先 
用 望远镜 被 寻找 到 的 。 但 是 ,你 可 能 会 问 , 用 纸 笔 进行 计算 又 与 发 
现行 星 有 什么 关系 呢 ? 很 难说 清 这 个 故事 是 如 何 开始 的 ,因为 每 一 
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件 事 情 看 来 总 有 它 的 来 龙 去 肪 ,其 中 一 件 很 重要 的 事 是 牛顿 的 著 
作 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》 在 1686 年 的 出 版 。 在 牛顿 著名 的 发 现 ， 
包括 牛顿 运动 定律 和 著名 的 万 有 引力 定律 被 普遍 认识 和 接受 以 
后 ,天 文学 家 发 现 很 容易 写 出 描述 行星 在 其 轨道 上 运动 解 的 方程 
组 。 这 些 方程 组 是 数学 家 们 所 研究 多 体 问 题 的 一 些 特例 。 在 多 体 
问题 中 每 个 物体 都 要 受到 其 它 物体 的 万 有 引力 作用 .但 是 , 解 多 体 
问题 的 方程 组 会 遇 到 男 外 的 困难 。 

数学 家 通常 感到 他 们 并 不 完全 能 够 解 一 个 微分 方程 组 直到 写 
出 方程 组 的 通 解 . 通 解 是 一 组 公式 ,这 组 公式 用 每 个 变量 在 某 个 初 
始 时 刻 的 已 知 值 ,可 以 给 出 该 变数 在 任何 时 刻 的 值 。 例 如 ,一 个 棒 
球 手 打 棒 球 ,控制 棒球 运动 的 方程 的 解 是 容易 找到 的 。 这 个 解 式 中 
有 一 个 符号 例如 z 代表 时 间 , 只 要 代入 适合 的 上 值 到 这 个 公式 中 
去 就 可 以 找到 棒球 的 任何 瞬时 位 置 和 速度 。 当 棒球 在 空气 中 运动 
的 时 期 内 ,棒球 位 置 的 集合 形成 了 一 个 抛物 线 。 

更 一 般 的 通 解 要 考虑 到 任何 棒球 手 所 打 的 棒球 ,要 考虑 到 这 
个 棒球 手 的 水 平 高 低 , 是 在 家 中 打 的 还 是 在 野外 打 的 。 此 时 解 的 表 
达 公式 中 还 将 增加 一 些 符号 ,以 表示 棒球 刚刚 离开 球 棒 时 的 位 置 

当然 ,上 述 事情 发 生 在 空气 没有 阻力 的 情况 下 .任何 一 个 打 木 
制 高 尔 夫 球 的 球 手 都 知道 ,高尔夫 球 决 不 按 抛物 线 运行 ,棒球 在 一 
定 程度 上 也 是 如 此 。 实 际 上 ,地 球 的 曲率 和 自转 都 会 阻止 棒球 的 运 
动 轨道 是 一 严格 的 抛物 线 .方程 组 仅仅 是 模式 ,只 有 在 模式 中 桂 球 
和 高 尔 夫 球 才 会 呈 抛 物 线 运动 。 

当 我 们 没有 运气 找到 某 些 系 统 的 通 解 时 ,我 们 就 求助 于 数值 
方法 。 例 如 ,我 们 可 以 从 变量 的 初 值 开 始 ,因为 实际 上 微分 方程 是 
一 个 公式 , 它 可 以 由 所 有 变量 的 现在 值 告 诉 我 们 这 些 变 量 的 变化 
速度 如 何 , 所 以 我 们 可 以 向 前 一 个 一 个 小 的 时 间 步 长 去 求解 ,一 直 
到 我 们 所 期 望 的 时 间 为 止 。 这 个 方法 有 很 大 的 优点 , 即 当 其 它 方法 
不 能 用 时 , 它 可 以 得 到 很 好 的 近似 解 。 但 是 数值 方法 也 有 缺点 , 即 
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当 我 们 希望 用 新 的 初始 值 或 新 的 律 数 去 求解 时 ,我 们 仍 要 重新 开 


始 计算 .。 纯 数学 家 历来 瞧不起 数值 方法 ,这 种 态度 一 直 延 续 到 计算 
机 作为 较 新 设备 并 被 普遍 使 用 的 时 候 。 

18 世纪 的 天 文学 家 寻找 两 体 问题 的 通 解 时 已 经 没有 什么 困 
难 了 .这 两 个 物体 以 椭圆 轨道 运动 ,并 且 轨 道 以 两 体 组 合 的 质量 中 
心 为 其 焦点 。 当 两 个 物体 一 个 是 太阳 ,一 个 是 行星 时 ,由 于 太阳 的 
质量 是 如 此 之 大 ,以 致 焦点 就 在 太阳 表面 的 底下 ,而 且 行 星 就 围绕 
Ax BA EH a Z) | 

当 理 论 解 与 观测 相 比 较 时 ,例如 就 木星 来 说 ,是 很 一 致 的 ,但 
还 是 有 偏差 ,尽管 偏差 很 小 ,也 仍然 无 法 用 观测 误差 来 解释 。 一 个 
明显 的 假设 是 这 种 偏差 产生 于 其 它 行星 的 万 有 引力 的 影响 。 在 木 
星 情况 下 ,这 种 影响 显然 就 是 土星 。 因此 三 体 问 题 就 参与 进来 。 早 
先 试图 找 三 体 问题 的 通 解 都 失败 了 。 当 时 天 文学 家 研究 了 一 种 摄 
动 法 ,该 法 将 太阳 和 一 个 行星 的 两 体 问 题 的 解 作 为 一 级 近似 ,然后 
将 第 二 个 行星 的 摄 动 影响 引入 作为 一 级 近似 的 修正 。 几 个 行星 的 
摄 动 也 能 够 以 同样 方法 处 理 ，。 

对 于 许多 行星 而 言 , 摄 动 法 确实 去 除了 观测 和 理论 上 的 差别 。 
但 是 ,对 于 天 王 星 而 言 , 这 个 偏差 仍然 超过 了 所 预期 的 观测 误差 ， 


.因为 在 19 世纪 ,观测 误差 已 经 变 得 相当 小 了 。 于 是 天 文学 家 们 和 逐 


渐 倾 问 于 认为 这 个 偏差 可 能 是 由 于 受到 还 没有 发 现 的 行星 的 万 有 
引力 所 致 。 

AT J. C Adams (亚当 斯 ) 和 法 国 的 J. J. Leverrier (3% H 
里 耶 ) 同 时 和 且 各 目 独立 地 转向 于 从 事 摄 动 法 的 困难 任务 .他们 不 是 
研究 一 个 已 知行 星 在 已 知 轨道 上 运动 所 产生 的 摄 动 ,而 是 要 研究 
多 大 的 行星 在 什么 样 的 轨道 上 能 产生 上 述 摄 动 .经 过 数 月 的 研究 ， 
终于 在 1846 年 ,两 人 先后 仅 相 差 几 天 分 别 计算 出 了 海王 星 的 位 
置 ,两 者 仅 几 度 之 差 。 在 Leverrier 的 鼓动 下 ,柏林 天 文 台 找 到 了 海 


. 王 星 ,偏离 他 所 计算 预测 的 位 置 仅 仅 大 约 一 度 。 


这 种 计算 的 成 功 并 没有 阻止 数学 家 和 天 文学 家 去 继续 寻找 二 
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在 的 ,只 是 有 待 于 去 发 现 罢了 .而 混沌 行为 通常 不 能 用 时 间 值 代入 
公式 来 进行 描述 ,并 不 属于 数学 家 们 已 经 熟悉 或 在 某 些 情况 下 已 
经 建立 的 那 种 数学 问题 。 

本 章 中 我 要 提出 一 连 串 的 历史 事件 ,叙述 我 们 日 益 增 长 的 对 
混沌 认识 的 过 程 ,从 海王 星 发 现时 对 混沌 的 版 无 认识 ,直到 一 个 半 
世纪 以 后 人 们 已 逐渐 认识 到 混沌 几乎 无 处 不 在 。 当 然 ,我 并 不 认为 
以 下 这 种 想法 是 新 思潮 , 即 : 小 的 事情 紫 够 导致 每 天 的 生活 或 世界 
事务 的 重要 结果 。 熟 知 的 一 首 诗 是 这 样 开始 的 “ 涂 有 钉子 ,就 没有 
鞋子 ”, 接 着 诗 又 从 鞋子 写 到 马 , 写 到 骑士 , 写 到 战役 ,一 直 写 到 王 
,这 种 写法 并 不 是 20 世纪 的 创造 。 看 来 ,在 19 世纪 中 时 人 们 已 
怕 连 猜 也 未 曾 猜 到 , 由 一 些 不 太 复 杂 的 定律 所 支配 并 常 能 用 决定 
论 的 数学 方程 描写 的 现象 竞 然 可 以 不 必 按 照 定律 和 方程 所 预测 的 
方式 变化 。 

我 不 想 谈 一 个 完整 的 或 不 间断 的 故事 一 一 书 的 篇 幅 和 我 对 重 
要 事情 所 了 解 的 程度 也 不 允许 我 这 样 做 一 一 也 不 想 说 明 所 有 事情 
的 重要 贡献 或 它们 的 特有 的 贡献 。 相 反 ,我 将 以 个 人 或 自传 的 方 
法 ,提出 我 对 某 些 早 些 时 候 的 研究 所 作 的 分 析 ,以 及 通过 我 最 初 如 
何 了 解 这 些 事情 和 它们 对 我 的 影响 来 讨论 最 近 一 些 事 情 。 我 将 用 
较 多 的 篇 幅 一 一 多 于 概述 一 一 来 谈 谈 导致 我 的 发 现 的 一 些 细节 ， 
尽管 如 此 ,我 只 是 希望 读者 能 够 从 总 体 上 较 好 地 认识 到 ,把 混沌 从 
一 个 难以 识别 的 现象 变 成 确实 无 所 不 在 的 现象 的 过 程 中 到 底 发 生 
了 什么 。 


wR All 


大 约 在 海王 星 发 现 以 后 30 年 ,当时 三 体 问题 仍然 没有 解决 。 
美国 天 文学 家 和 数学 家 G. W. Hill( 希 尔 ) 考 虑 到 一 种 非常 特殊 
的 情况 。Hill 已 经 构造 了 一 种 新 的 方法 去 确定 行星 的 轨道 ,他 在 该 

e 1056 


混沌 的 本 质 


方法 中 作 了 大 量 的 计算 ,直到 小 数 点 后 第 15 位 。 当 时 ,对 三 体 问题 
作 了 三 个 简化 .首先 三 个 天 体 中 质量 较 小 的 一 个 可 以 忽略 ,因此 较 
大 的 两 个 天 体 不 受 它 的 影响 .其 次 , 较 大 的 两 个 天 体 围绕 它们 共同 
的 质量 中 心 作 贺 周 运动 ,而 不 是 作 一 般 的 椭圆 轨道 运动 .第 三 个 简 
化 ,也 是 最 重要 的 一 个 简化 就 是 三 个 天 体 在 一 个 平面 上 运动 。 这 
样 ,他 把 问题 简化 成 为 由 4 个 方程 所 组 成 的 方程 组 ,四 个 变量 代表 
平面 上 两 个 小 天 体 的 位 置 和 速度 。 这 个 方程 组 看 上 去 是 相当 简单 
的 ,但 是 仍然 不 能 找 出 它们 的 通 解 。 


垂直 两 行星 连 线 的 距离 
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图 35 在 几乎 相同 的 条 件 下 开始 运动 的 一 颗 卫 星 的 两 条 可 能 轨道 ,由 
Hill 的 简化 方程 组 的 数值 解 积分 两 年 时 求 得 。 观 测 卫 星 的 坐标 系 
可 以 旋转 ,使 得 用 黑 点 表示 的 两 个 行星 分 别 位 于 距 坐 标 原点 的 左 
边 0.2 单位 和 右边 0. 8 单位 
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用 现代 的 计算 机 就 很 容易 确定 它们 的 特 解 .图 35 说 明 从 非常 
相近 的 位 置 点 而 以 相同 速度 开始 运行 的 小 天 体 ( 我 们 称 它 为 卫星 ) 
可 能 具有 的 一 对 轨道 。 这 个 显示 卫星 轨道 的 坐标 系 跟 着 较 大 的 天 
体 ( 我 们 称 它 为 行星 ) 作 旋转 运动 。 也 就 是 说 ,一 个 坐标 轴 〈 例 如 x 
轴 ) 始 终 平行 于 两 个 行星 的 连 线 ,而 另 一 个 坐标 轴 则 始终 垂直 于 连 
线 , 所 以 在 图 上 行星 总 是 占据 x 轴 上 的 固定 位 置 。 

在 这 个 例子 中 ,左边 行星 是 右边 行星 质量 的 4 倍 .卫星 轨道 首 
先 绕 小 行星 数 圈 ,两 种 轨道 保持 相近 。 然 后 就 绕 大 行星 旋转 ,但 是 
两 种 轨道 分 开 了 。 两 年 后 , 当 它 们 到 达 图 中 第 头 所 示 的 点 时 ,它们 
被 大 大 地 分 开 了 。 这 里 的 一 “年 ” 指 行星 围绕 着 它们 的 质量 中 心 旋 
转 一 次 所 需要 的 时 间 ,质量 中 心 位 于 从 大 行星 到 小 行星 路 上 的 1/5 
位 置 ,继续 计算 表明 两 种 卫星 轨道 在 两 个 行星 之 间 来 回 穿 梭 ,在 较 
长 时 间 以 后 ,它们 会 像 围绕 同一 行星 旋转 一 样 围绕 不 同行 星 旋 转 。 
显然 ,这 种 状态 是 混沌 的 。 但 是, 在 其 它 的 许多 Hamilton 系统 中 ， 
选择 其 它 的 初始 条 件 将 导致 规则 的 状态 ,轨道 周期 地 围绕 一 个 行 
星 或 另 一 个 行星 。 图 36 是 一 个 xz 随时 间 :的 变化 图 ,x 表示 卫星 
离 质量 中 心 左边 或 右边 的 距离 。 该 图 显示 出 卫星 运行 20 年 的 一 种 
混沌 轨道 , 它 表 现 出 不 规则 地 穿梭 在 两 行星 之 间 。 

很 难 想象 Hill 完成 了 许多 轨道 的 计算 却 不 能 在 几 个 月 或 更 
少 的 时 间 内 (如 果 他 是 想 做 的 话 ) 产 生 像 图 35 那样 的 曲线 .当时 他 
对 这 些 方程 已 足够 了 解 , 因 此 ,在 他 第 一 次 尝试 中 就 选择 了 这 样 一 
种 初始 状态 ,使 得 卫星 在 两 个 行星 之 间 穿 梭 , 而 不 致 逃 揭 到 无 穷 
远 。 但 他 却 未 必 知 道 ,在 一 条 单一 的 轨道 上 ,卫星 围绕 不 同行 星 的 
连续 旋转 会 不 规则 地 改变 它们 的 形状 .总 之 ,他 当时 对 实际 的 情况 
更 感 兴 趣 , 当 三 个 天 体 是 太阳 地球 和 月 亮 时 ,或 是 土星 . 土 卫 六 和 
土 卫 七 时 ,Hill 知道 月 亮 是 不 能 在 地 球 和 太阳 之 间 穿 梭 的 。 

现在 已 经 用 数值 方法 对 Hil 方程 组 求解 了 好 多 次 。 显 然 , 产 
Æ TRE 35 那样 典型 的 曲线 、 在 4 上帝 掷 骨 子 吗 ?)》 一 书 中 ， 
I. Stewart 斯图尔特) 对 两 个 质量 相同 的 行星 给 出 了 和 图 35 类 似 
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图 36 把 图 35 延伸 至 20 年 时 的 一 条 卫星 轨道 。 这 里 垂直 坐标 是 图 35 的 
水 平 坐 标 。 上 部 曲线 表示 前 10 年 (参看 横 坐 标 ), 下 部 曲线 表示 后 
10 年 。 图 中 两 条 水 平 直 线 代 表 两 个 行星 的 位 置 


的 曲线 。 

三 体 问 题 ,特别 是 Hill 的 简化 问题 立刻 激发 出 法 国 大 数学 家 
H. Poincare( 庞 加 莱 ? 的 丰富 的 创造 力 , 他 是 在 海王 星 发 现 几 年 后 
出 生 的 。 和 他 以 前 的 科学 家 一 样 , 他 解 方程 组 失败 了 。 但 是 他 又 和 
其 他 科学 家 不 同 ， 他 很 实际 地 解决 了 该 问题 。 他 证 明 Hill 的 简化 
方程 是 无 法 求解 的 。 当 然 ， 这 个 方程 组 确实 具有 通 解 ,但 是 我 们 不 
能 找到 它 。 

一 夜 功 夫 Poincaré 决 不 能 取得 惊人 的 结果 ,事实 上 他 对 这 个 
任务 致力 了 许多 年 。 在 找 不 到 定量 解 后 ,他 偏离 了 前 人 的 研究 道路 
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而 转向 定性 的 方法 ,他 考虑 比 简化 的 三 体 问 题 更 为 一 般 的 方程 组 ， 
并 且 致 力 于 研究 方程 组 的 性 质 , 从 而 开创 了 动力 系统 理论 的 先河 。 

为 了 处 理 个 方程 的 系统 一 一 在 Hill 的 简化 问题 中 ,为 
4 一 一 他 开始 引进 相 空 间 。 这 是 一 个 假想 的 ” 维 空间 ,在 这 个 空间 
中 系统 的 每 个 状态 用 相 空 间 的 一 个 点 表示 ,而 且 特 解 在 相 空 间 中 
显示 为 一 特殊 曲线 一 一 解 曲 线 , 今 天 我 们 一 般 称 之 为 轨道 ,然后 他 
引入 一 个 “截面 ”概念 ,今天 我 们 称 为 Poincare 截面 , 它 是 嵌入 在 
相 空 间 中 的 (x 一 1) 维 流 形 并 且 与 解 曲线 相交 。Poincaré 截面 的 一 
个 简单 例子 是 一 个 点 集 , 每 个 点 的 个 变量 中 的 一 个 变量 (例如 第 
一 个 变量 ) 假 设 为 特殊 固定 值 ( 例 如 设 为 零 ) 

正如 我 们 在 第 二 章 中 指出 的 , 解 曲 线 与 截面 相交 的 一 个 点 就 
完全 决定 了 解 曲 线 的 其 它 部 分 ,包括 解 曲 线 下 一 次 和 截面 相交 的 
点 。 因 此 ,我 们 可 以 集中 研究 截面 上 交点 的 序列 来 代替 研究 整个 解 
曲线 的 性 质 。 一 个 截面 有 两 边 ,可 以 想像 一 边 是 红色 , 男 一 边 是 蓝 
色 . 通 常 我 们 只 考虑 解 曲 线 单 向 穿 过 截面 所 产生 的 交点 ,比如 说 从 
截面 红 侧 到 蓝 侧 ,而 忽略 从 截面 蓝 侧 到 红 侧 穿 过 时 的 情况 ,一 个 简 
单 的 周期 轨道 , 像 圆 轨 道 或 椭圆 轨道 , 穿 过 截面 正好 是 一 个 点 即 不 
动 点 一 一 而 比较 复杂 的 周期 轨道 在 回 到 第 一 个 交点 之 前 可 以 穿 过 
截面 有 好 几 个 点 ,并 且 重 复 这 种 循环 。 

然后 Poincaré 指出 了 渐 近 解 的 可 能 性 。 一 个 渐 近 解 曲线 是 当 
时 间 增 加 时 愈 来 愈 接近 于 某 个 周期 解 曲线 的 解 ,所 以 渐 近 解 与 截 
面相 交 的 交点 序列 收敛 到 一 个 不 动 点 。 另 一 种 解 也 是 渐 近 的 , 即 如 
果 时 间 的 方向 颠倒 ,截面 交点 的 序列 看 起 来 是 从 不 动 点 出 发 的 。 最 
后 还 有 双 渐 近 解 , 它 是 在 时 间 的 两 个 方向 上 都 渐 近 它 ,一 个 从 不 动 
点 出 发 ,然后 收敛 到 同样 不 动 点 的 序列 叫 同 宿 的 , 即 辣 窒 到 原来 的 
不 动 点 。Poincare 说 明 , 同 宿 点 的 存在 就 意味 着 存在 无 数 的 有 不 同 
周期 的 序列 ,也 存在 无 数 的 非 周 期 序列 。 Poincaré 通过 定性 的 数学 
推理 所 发 现 的 就 是 混沌 ,至 少 是 有 限 混 沌 。 

Poincaré 是 否 根据 许多 解 一 一 不 仅 是 个 别 解 一 一 对 初始 条 件 
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的 敏感 依赖 性 和 非 周期 性 来 识别 完全 的 混沌 现象 呢 ? 他 当时 似乎 
没有 把 非 周 期 解 认为 具有 敏感 的 依赖 性 ,但 是 他 已 经 相当 完全 地 
认识 到 一 般 的 敏感 依赖 性 现象 。 他 最 常 引用 的 一 个 句子 开始 就 是 

这 里 的 引证 取 自 他 的 许多 自然 哲学 著作 中 的 一 篇 一 -有 关 随 
机 性 的 论文 。 任 何 读 过 这 篇 论文 但 并 不 了 解 Poincare 工作 的 人 立 
刻 就 会 认识 到 他 是 一 个 深刻 的 思想 家 和 一 个 天 才 的 作家 ,但 是 可 
能 没有 意识 到 他 是 一 个 数学 家 ,更 不 用 说 他 可 能 已 是 当时 最 伟大 
的 数学 家 了 .在 这 篇 论文 中 ,他 认为 我 们 通常 所 说 的 机 会 或 随机 性 
在 许多 情况 下 可 能 就 是 先前 某 种 情况 的 必然 延续 ,尽管 我 们 可 能 
对 此 并 不 了 解 。 他 注意 到 在 某 些 情况 下 我 们 可 能 完全 不 能 觉察 出 
有 关 的 前 因 条 件 , 而 在 另 一 于 情况 下 我 们 可 能 相当 准确 地 但 并 不 
完全 地 观察 到 前 因 条 件 。 后 一 种 情况 下 的 不 确定 性 可 以 放大 并 且 
Remy Ee. 难道 涪 他 没 下 措 给 出 渴 汪 的 行为 加。 

无 法 立即 得 到 清楚 的 答案 .在 一 些 引 导 性 的 讨论 以 后 ,他 分 析 
了 四 个 例子 。 第 一 个 例子 是 一 般 的 不 稳定 平衡 现象 ,他 用 一 个 以 顶 


” 操 站 立 的 圆锥 来 说 明 .。 理 论 上 应 该 有 一 个 位 置 使 圆锥 保持 站 工 。 但 


是 , 当 用 站 立 的 铅笔 时 ,或 圆锥 旋转 太 慢 时 ,最 小 的 扰动 就 能 引起 
它 倒 下 .如 果 扰 动 小 得 无 法 观察 ,我 们 就 不 能 事先 说 明 圆锥 在 哪个 
方向 倒 下 ,这样 他 声称 预测 是 不 可 能 的 。 

显然 ,在 这 个 问题 上 他 没有 描述 完全 混沌 。 在 圆锥 倒 下 时 , 它 
处 在 一 个 瞬间 的 过 滤 状 态 。 在 瞬间 的 影响 停止 以 后 ,圆锥 将 横 躺 着 
静止 不 动 , 处 在 一 个 稳定 的 平衡 状态 ,并 且 将 不 再 显示 出 似乎 是 随 
机 的 行为 .可 以 合乎 逻辑 地 预测 圆锥 将 保持 在 那个 平衡 位 置 ,而 且 


任何 新 的 小 扰动 都 不 会 严重 地 破坏 这 种 预测 。 


他 的 第 二 个 例子 就 是 天 气 ,在 书 中 写 道 ; “我们 知道 大 的 扰动 

一 般 总 产生 在 大 气 不 稳定 平衡 的 区 域内 。 气 象 学 家 非常 清楚 地 知 

道 , 平 衡 不 稳定 了 ,气旋 就 将 在 某 处 形成 ,但 是 无 法 说 它 究 竞 在 哪 

里 ”。 看 来 他 研究 气象 学 的 理论 不 够 深入 , 尚 不 足以 建立 他 的 这 个 
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理论 ,也 许 他 是 在 归纳 当时 主要 气象 学 家 的 思想 。 今 天 ,我 们 的 想 
法 稍稍 有 些 不 同一 一 我 们 认识 到 了 现实 中 的 许多 不 稳定 性 ,但 是 
除了 在 模式 中 的 以 外 ,我 们 几乎 没有 发 现实 际 的 平衡 态 一 一 但 是 ， 
无 论 他 的 假设 在 气象 学 意义 上 正确 与 否 ,并 不 影响 他 所 发 现 的 现 
象 是 否 构 成 混沌 ,而 是 影响 到 我 们 如 何 能 判断 他 是 否 发 现 了 混沌 。 
假若 他 假设 的 大 气 不 同 于 实际 大 气 的 话 , 甚 至 我 们 还 不 能 说 大 气 
是 混沌 的 。 

他 是 认为 在 气旋 突然 发 生 时 所 造成 的 不 确定 性 在 气旋 消失 之 
后 仍然 持续 存在 ,以 致 在 气旋 发 生前 对 发 生 后 任何 时 刻 的 天 气 所 
作 的 预报 往往 会 失败 呢 ? 抑或 是 认为 当 晴 好 天 气 回复 时 这 种 不 确 
定性 会 随 着 风暴 一 起 消失 ,以 致 预报 仅 对 风暴 发 生 期 间 的 天 气 报 
不 准 呢 ? 他 没有 作出 说 明 。 他 的 另外 两 个 例子 (小 行星 沿 黄道 带 的 
分 布 和 一 般 旋 轮 线 的 变化 ) 也 没有 能 揭示 出 答案 . 

然而 ,他 仍然 是 慎重 的 ,在 文章 的 后 面 几 节 中 他 描述 了 第 二 个 
现象 .这 个 现象 相当 于 不 确定 性 的 维持 ,他 是 用 气体 中 的 个 别 分 子 
碰撞 其 它 分 子 的 运动 来 说 明 这 个 现象 的 .他 写 道 :“ 我 们 刚刚 看 到 ， 
只 要 在 碰撞 前 使 分 子 偏离 一 个 无 穷 小 的 量 , 就 足以 使 其 在 碰撞 后 
偏离 一 个 有 限 的 量 。 然 后 ,如 果 分 子 经 历 两 次 连续 的 碰撞 ,那么 只 
要 在 第 一 次 碰撞 前 使 分 子 偏离 一 个 二 阶 无 穷 小 量 , 就 足以 使 其 在 
第 一 次 磁 挤 后 偏离 一 阶 无 穷 小 量 , 在 第 二 次 碰撞 后 偏离 一 个 有 限 
的 量 。” 

这 个 过 程 使 我 们 想起 弹 球 机 ,所 不 同 的 是 每 个 分 子 碰撞 的 是 
另 一 个 移动 的 分 子 ,而 不 是 一 个 固定 的 弹 球 .Poincare 深 深 地 认识 
到 ,在 碰撞 事件 产生 以 后 ,不 确定 性 仍然 保持 。 因 此 ,合理 的 结论 
是 ,他 考虑 的 风暴 后 的 平静 , 正 像 风 暴 一 样 ,都 是 不 可 预测 的 。 

在 论文 中 他 未 提 到 三 体 问 题 ,也 没有 提 到 处 理 三 体 问 题 的 新 
方法 。 但 是 , 留 给 我 们 的 感觉 是 他 必定 识别 了 混沌 ,混沌 是 他 认真 
研究 的 方程 所 固有 的 。 
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被 遗忘 的 角落 


1975 年 Li( 李 ) 和 Yorke (约克 ) 发 表 了 常常 被 引用 的 一 篇 文 
章 “ 周 期 3 意味 着 混沌 ”不 管 他 们 原先 的 打算 如 何 , 他 们 毕竟 是 建 
立 了 一 个 新 的 科学 术语 ,尽管 我 们 可 能 和 他 们 在 想法 上 意义 有 所 
不 同 。 

而 就 在 这 一 年 ,更 确切 地 说 是 对 混沌 兴 超 发生“ 爆炸” 的 一 年 ， 
这 种 巧合 或 许 是 偶然 的 。 对 于 许多 专家 来 说 , 像 Juliet 的 玫瑰 一 
样 ,混沌 比 起 任何 其 它 的 名 字 散 发 出 更 为 芬芳 的 香味 ,其 中 一 些 专 
家 其 至 找 不 到 合适 的 名 称 。 在 我 自己 的 人 研究 工作 中 我 避免 用 混流 
这 个 词 ,直到 最 近 的 1983 年 我 一 直 装 成 用 “不 规则 性 ”这 个 词 。 混 
沌 在 科学 上 引起 了 一 阵 兴 趣 以 后 不 久 又 引起 了 一 阵 社会 公众 的 兴 
趣 , 看 来 很 大 可 能 是 由 这 个 吸引 人 的 名 字 所 决定 的 。 

早 在 19 世纪 ,Poincare 就 已 建立 了 动力 系统 的 理论 基础 ,并 
且 至 少 在 有 限 混 沌 的 意义 上 说 明了 某 些 系统 的 混沌 行为 ,而 令 人 
费解 的 是 为 什么 直到 Poincaré1912 年 去 世 之 后 约 60 年 时 , 才 出 
现 了 混沌 热潮 ,任何 解释 只 能 是 推测 性 的 ,但 是 我 相信 涉及 如 下 两 
个 因素 。 
因素 之 一 是 人 们 一 般 都 倾向 于 不 规则 性 。Poincaré 没有 寻找 
混沌 。 他 试图 了 解 天 体 轨道 时 发 现 了 混沌 。 对 他 来 说 , 正 是 这 种 混 
沌 现象 使 得 三 体 问题 太 复 杂 以 致 不 可 能 求解 ,而 并 没有 把 它 看 作 
将 来 研究 领域 的 重要 课题 。 

Poincaré 的 继承 人 无 疑 是 G. D. Birkhoff CU 7H Æ R), Æ 
Poincaré 去 世 大 约 15 年 后 ,他 写 了 一 本 权威 性 的 专著 《动力 系 
统 》。Birkhoff 被 誉 为 在 美国 受到 全 面 正 式 教 育 的 第 一 个 杰出 的 美 
国 数学 家 ,他 用 实例 来 证 明 他 研究 的 工作 ,他 的 工作 给 美国 数学 以 
巨大 的 促进 ,即使 如 此 ,他 的 一 些 同事 也 常常 说 他 的 真正 的 老师 是 
Poincaré, 
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Birkhoff 处 理 的 是 非常 普通 的 方程 组 他 严格 证 明了 


Poincaré 的 一 些 猜想 ,他 详细 讨论 了 一 组 中 心 解 的 概念 ,对 于 天 体 
力学 的 Hamilton 方程 组 来 说 ,中 心 解 就 是 所 有 解 集 ,而 对 于 许多 
熟悉 的 耗 散 系统 来 说 ,这 就 是 吸引 子 。 总 之 ,他 给 与 周期 解 以 显著 
的 重视 。 

可 是 ,他 并 非 不 接受 不 规则 性 。 像 Poincare 一 样 ,他 把 动力 系 
统 定 义 为 由 微分 方程 一 一 流 所 控制 的 系统 ,但 是 , 正 像 我 们 已 经 知 
道 的 , 当 相 空间 的 全 体 用 一 个 Poincare 截面 来 代替 时 , 流 就 化 成 
了 映射 , 因此 必然 导致 他 研究 映射 。 在 随后 的 一 篇 文章 中 ,他 考察 
了 一 定 类 型 的 二 维 映射 ,其 中 的 一 个 吸引 子 集合 包含 了 一 条 封闭 
曲线 一 一 它 是 围绕 着 内 部 区 域 的 一 个 环 ,并 将 内 部 区 域 和 外 部 区 
域 分 开 。 他 指出 ,有 些 映 射 连续 有 一 些 点 在 一 个 方向 上 围绕 着 环 ， 
而 在 相反 方向 上 有 另外 一 些 点 围绕 着 环 ,由 此 ,他 断定 封闭 曲线 本 
身 折 回 无 穷 多 次 。 对 于 一 些 映 射 , 封 闭 曲 线 是 吸引 子 , 而 且 是 奇怪 
吸引 子 .或许 它 们 不 能 叫做 曲线 ,因为 我 们 一 般 不 能 从 这 个 曲线 上 
一 点 沿 着 曲线 运行 有 限 距 离 到 达 曲 线 的 男 一 点 。 

为 了 看 到 Birkhoff 知道 但 从 未 见 过 的 这 种 曲线 ,我 们 需要 不 
远离 滑雪 斜坡 来 观看 。 雪 榴 连 续 向 东南 方向 运动 ,然后 又 连续 向 西 
南方 向 运动 ,这 就 相当 于 吸引 集 的 点 围绕 着 环 在 相反 方向 运动 。 图 
37 和 38 给 出 两 个 例子 。 图 37 的 曲线 是 通过 图 11 AE Se M 
iH) ABMS ee hea 1 米 。 从 图 上 看 ,该 图 和 图 12、 图 13 中 
不 同 坐 标 系 中 的 吸引 子 没有 区 别 。 图 38 的 曲线 是 由 图 18 的 连续 
画面 痪 近 的 ,其 中 雪 丘 高 度 是 1/2 米 ,这 里 吸引 子 仅 由 曲线 上 两 个 
点 构成 ,而 且 泥 沌 是 有 限 的 。 

Birkhoff 并 没有 为 他 的 曲线 写 出 具体 的 方程 组 。 在 他 谢世 后 
的 第 二 年 , 即 1945 年 ,剑桥 大 学 的 M. Catwright (卡特 赖 特 ) 和 J. 
Littlewood 《 利 特 尔 伍德 ) 研 究 了 一 个 周期 强迫 耗 散 系 统 , 即 所 请 
van der Pof ( 范 德 波 尔 ) 振 子 的 理论 状态 ,并 在 文章 标题 中 直接 给 
出 了 系统 方程 组 ,文章 题目 为 “ 论 二 阶 非 线性 微分 方程 ,第 一 部 分 
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图 37 在 斜坡 上 滑行 的 雪 模 的 Poincaré 映射 的 吸引 集 , 雪 丘 在 洼地 上 方 
1 米 。 这 个 集合 也 是 吸引 子 ,坐标 系 是 图 13 所 用 的 坐标 系 


方程 $3 一 (1 一 y)y 十 y= 二 bhAcos tta), k 足够 大 ”, 他 们 发 现 , 在 
某 些 条 件 下 ,该 系统 具有 两 个 带 有 不 同 周 期 的 稳定 周期 解 ,由 此 他 
们 说 明 ,他 们 的 不 变 曲线 中 的 一 条 很 像 Birkhoff 的 “ 坏 曲线 "。 这 
曾经 是 对 被 Birkhoff 所 证 实 的 曲线 的 流行 的 看 法 ,尽管 他 本 人 称 
这 些 曲线 为 “不 平常 的 ”。 

然而 ,他 们 两 人 并 未 停止 对 这 些 曲 线 的 研究 ,并 且 成 功 地 找到 

了 第 一 个 已 知 的 可 导致 * 坏 ?吸引 集 的 微分 方程 。 除 了 对 于 没有 吸 

引 集 的 某 些 Hamilton 系统 外 ,这 是 第 一 个 产生 出 的 至 少 是 有 限 的 

混沌 。 系 统 的 参数 在 文章 的 题目 中 给 出 ,图 39 就 是 一 个 吸引 子 的 

Poincaré 截面 。 因 为 很 少 有 可 能 选 到 导致 系统 完全 混沌 的 参数 值 ， 
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图 38 和 图 37 相同 ,这 里 雪 丘 高 出 洼地 仅 50 厘米 ,两 个 吸引 子 的 每 一 个 
均 由 集合 的 单个 点 组 成 


所 以 该 图 给 出 了 一 个 奇怪 吸引 子 。 由 图 可 见 ,处 处 存在 的 平行 线段 
如 此 紧密 地 挨 在 一 起 以 致 多 倍 放大 也 不 能 将 它们 分 辩 开 来 ,这 就 
不 奇怪 了 。 只 是 由 于 该 吸引 子 存在 着 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 才 
能 说 明 这 个 吸引 子 必然 是 奇异 的 。 
可 以 这 么 说 ,早期 不 能 对 混沌 有 所 突破 ,并 不 是 由 于 普遍 地 一 
直 对 它 缺 少 关注 ,而 是 曾经 缺少 过 关注 。 在 某 种 程度 上 这 是 真 的 ， 
而 且 也 可 能 是 由 于 该 领域 学 术 带 头 人 的 优先 选择 所 引起 的 。 因 为 
前 一 辈 带头 的 科学 家 已 经 着 手 研究 过 ,并且 已 经 失败 过 ,所 以 年 青 
科学 家 能 得 到 赏识 和 奖励 的 最 快 的 一 个 方法 是 去 解决 一 个 已 知 的 
问题 。 寻 找 这 种 赏识 的 人 很 少 能 有 从 事 研究 全 新 问题 的 激情 。 历 
告诉 我 们 ,甚至 围绕 着 新 问题 的 大 量 未 被 开发 的 领域 ,有 时 候 正 
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藏 有 解 次 老 问 题 的 钥匙 。 实 际 上 ,Poincare 和 Birkhoff 以 及 许多 其 
他 带头 科学 家 并 未 指出 未 来 的 问题 属于 混沌 理论 。 

当然 ,混沌 不 能 永远 留 在 被 遗弃 的 角落 ,在 五 十 .六 十 年 代 之 
交 开 始 出 现 了 对 混沌 持 决 定性 的 更 为 肯定 的 态度 。 一 个 明显 的 实 
例 是 美国 数学 家 S. Smale (斯 梅 尔 ) 的 研究 ,他 创立 了 著名 的 “ 马 
蹄 ”问题 。 | | 

马蹄 是 一 个 二 维 映 射 , 为 了 表述 它 ,我 们 在 相 空间 中 取 一 个 方 
形 , 垂 直 压 缩 它 并 水 平 伸展 它 ,然后 把 它 弯 成 一 个 马蹄 形状 ,最 后 
把 它 嵌 入 到 原来 的 方形 中 。 可 以 有 许多 方法 去 做 马蹄 ,但 是 马蹄 的 
末端 应 该 从 被 压缩 的 方形 边 投影 ,而 不 是 从 伸 长 的 方形 边 投影 。 因 
此 原来 方形 中 的 每 一 点 被 移动 到 马蹄 中 的 每 一 点 ,而 不 必要 移动 
到 方形 本 身 中 的 每 一 点 。 当 这 个 过 程 身 前 或 向 后 重复 时 ,这些 点 将 
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永远 保持 在 方形 中 而 形成 一 个 不 变 集 。 Smale 说 明 ,不 管 马 蹄 的 形 
状 是 什么 ,都 存在 混沌 ,大 多 数 的 迭代 序列 是 非 周 期 的 ,因此 ,在 整 
个 系统 中 间 至 少 存 在 有 限 混 沌 .这 个 不 变 集 是 否 是 一 个 吸引 子 , 从 
而 是 否 是 一 个 完全 混沌 则 取决 于 这 些 点 集 离开 方形 后 发 生 了 什 
么 ,特别 取决 于 进一步 迭代 后 这 些 点 是 否 再 进入 方形 。 


图 40 一 个 方形 和 由 特殊 映射 而 形成 的 区 域 ,这 个 映射 将 图 41 内 部 的 小 
方形 装 入 与 小 方形 相交 的 马蹄 形 区 域 
有 时 一 个 马蹄 能 够 在 总 体 上 并 不 是 马蹄 的 映射 中 产生 。 图 40 
就 说 明 这 种 情况 .图 中 的 映射 是 这 样 产生 的 : 选取 一 方形 ,将 其 道 
时 针 旋 转 90" ,在 垂直 方向 压缩 一 些 , 且 在 水 平方 向 挤 压 它 ,使 它 
仍 入 到 一 个 扭曲 的 区 域内 。 这 个 映射 将 图 41 中 的 内 部 小 方形 装 入 
与 小 方形 相交 的 马蹄 形 区 域 。 | 
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41 一 个 马蹄 映射 , 见 图 40 

不 管 混 沌 的 性 质 如 何 ,Smale 对 “ 坏 ” 的 曲线 和 “好 ”的 曲线 同 
样 有 兴趣 。 更 一 般 地 ,他 显露 出 对 系统 至 少 有 某 些 不 规则 解 的 可 能 
性 有 兴趣 ,而 常 稼 并 不 关心 系统 的 通 解 是 否 不 规则 。 对 一 个 数学 家 
来 说 ,有 限 混沌 和 完全 混沌 一 样 引 人 入 胜 . 有 限 混 沌 同样 能 导致 特 
殊 形状 的 图 ( 见 图 38) ,即使 它们 可 能 不 是 吸引 子 。 而 且 对 一 个 特 
殊 的 系统 , 当 对 完全 混沌 存在 的 证 明 变 得 难以 提 摸 时 ,有 限 混 济 的 
存在 却 常常 可 以 确立 ,此 外 有 些 人 对 现实 的 系统 有 兴趣 ,此 时 在 有 
限 混沌 和 完全 混沌 之 间 有 巨大 的 差别 ,因为 有 限 混沌 不 能 观测 到 。 
如 果 心 脏 跳 动 中 的 潜在 混沌 只 是 有 限 的 ,我 们 就 不 必 为 心律 不 齐 
而 担心 .如 果 全 球 天 气 系统 仅仅 具有 有 限 混 沌 ,那么 天 气 就 如 同 它 
根本 不 存在 混沌 一 样 是 可 以 预测 的 。 | 

几 年 以 后 Smale 写 出 一 篇 叫 “ 微 分 动力 系统 ”的 文章 ,该 文 被 
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举世 公认 为 是 Birkhoff 论文 的 继续 。 他 直接 偏离 传统 方法 而 用 去 
分 方程 一 一 映射 一 一 来 定义 动力 系统 ,并 且 他 注意 到 随 之 而 来 的 
较 大 简化 。 在 该 文中 他 讨论 了 马蹄 ,并 且 指 出 了 一 个 现在 我 们 所 熟 
识 的 常常 被 叫做 螺 线 管 映射 的 三 维 映射 。 不 管 由 马蹄 产生 的 奇异 
集 是 否 是 吸引 子 的 一 部 分 , 螺 线 管 映射 确实 具有 一 个 奇怪 吸引 子 。 
它 像 一 个 绕 在 管内 的 无 穷 长 的 线圈 ,而 横 截 面 却 不 像 我 们 迄今 所 
看 到 的 任何 东西 。 没 有 两 个 点 是 相连 的 ,虽然 在 图 42 中 的 样子 看 
起 来 一 些 点 是 相连 的 ,这 是 因为 点 与 点 之 间 比 打印 点 的 直径 还 要 
靠近 。 


42 三 维 蜡 线 管 映射 的 吸引 子 的 一 个 横 截面 ,吸引 子 是 包含 在 管 的 贺 
形 横 截 面 中 


不 管 早 期 人 们 对 于 不 规则 性 的 态度 可 能 有 什么 影响 ,对 混沌 
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兴趣 “爆发 ”的 时 间 产 生 影响 较 大 的 因素 肯定 是 计算 机 的 出 现 。 在 
前 计算 机 时 代 像 Birkhoff 这 样 科学 家 的 工作 以 及 计算 机 时 代 的 
Smale 的 工作 都 清楚 地 说 明 ,虽然 混沌 的 某 些 方面 的 理论 用 笔 和 
纸 就 能 充分 研究 ,但 是 要 说 明 特 殊 方程 系统 的 混沌 解 以 及 构造 与 
解 相 伴 的 奇怪 吸引 子 则 要 求 比较 多 的 计算 。 让 我 引用 我 自己 的 工 
作 作 为 说 明 。 

我 所 遇 到 的 第 一 个 由 数学 上 产生 的 混沌 是 由 非常 简化 的 全 球 
天 气 系统 模式 得 到 的 ,这 个 模式 包含 的 不 是 上 千 或 几 百 万 个 变量 ， 
而 仅仅 是 12 个 变量 。 解 这 样 大 小 的 方程 组 ,用 手 去 计算 不 是 不 可 
能 的 。18 世纪 和 19 世纪 的 天 文学 家 对 行星 轨道 的 计算 正好 说 明 
了 这 一 点 。 在 建立 了 这 个 模式 后 ,如 果 已 经 选择 了 最 好 用 的 参数 
值 , 并 且 放 下 所 有 其 它 专 业 性 的 活动 ,那么 我 可 以 在 一 个 月 或 两 个 
月 的 时 间 内 亲自 用 手 计 算出 可 识别 的 非 周 期 解 ,这 个 时 间 相 当 于 
以 后 将 计算 结果 写成 为 了 出 版 的 论文 所 需 的 时 间 。 缺 少 计算 机 的 
话 , 只 不 过 是 要 做 双 倍 的 努力 .问题 是 首先 我 不 知道 什么 样 的 参数 
能 导致 混沌 ,也 不 知 这 样 的 值 存在 不 存在 ,而且 在 找到 某 些 可 用 的 
值 之 前 ,我 要 做 许多 次 试验 。 在 设立 12 个 变量 的 模式 之 前 ,我 已 经 
用 其 它 的 方程 组 做 了 不 成 功 的 试验 ,如 果 没 有 计算 机 ,那么 仅仅 计 
算 所 需要 的 时 间 就 有 可 能 是 以 年 计 而 不 是 以 月 计 , 况 且 其 它 事 情 
还 要 占据 我 许多 时 间 ,或 许 我 都 不 能 继续 工作 下 去 .即使 我 在 第 一 
次 试验 中 就 很 侥幸 ,要 想 确 定 大 量 解 的 集合 ,并 且 从 中 产生 出 像 本 
书 第 一 章 说 明 的 那 种 集合 ,仍然 是 不 可 能 的 。 我 确信 ,其 他 任何 人 
通过 手 算 来 寻找 微分 方程 非 周期 解 时 也 会 遇 到 类 似 的 障碍 。 

看 来 合理 的 结论 是 ,只 要 计算 机 已 经 有 了 一 段 时 间 , 那 么 它们 
对 日 益 认识 混沌 的 贡献 将 会 大 大 超越 它们 在 那些 由 个 别 科 学 家 研 
究 特殊 问题 而 产生 的 迄今 未 解决 的 方程 组 中 的 应 用 。 一 旦 足够 数 
目的 研究 者 将 他 们 研究 的 解 在 公开 的 文献 中 发 表 , 这 样 其 他 科学 
家 就 能 识别 以 前 所 不 能 认识 的 一 些 共 同 的 特征 ,那么 他 们 对 类 似 
方程 的 研究 也 不 再 显得 无 用 了 。 别 人 研究 结果 的 刺激 能 导致 对 所 
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有 类 型 方程 进行 新 的 研究 .突然 间 , 早 期 问题 中 所 显示 出 的 奇怪 吸 
引子 与 许多 其 它 的 吸引 子 联系 在 一 起 了 ,它们 经 常 是 由 与 特定 的 
物理 问题 无 明显 关系 的 方程 式 所 产生 的 ,并 由 于 它们 自身 内 在 的 
合理 性 的 证 明 而 被 人 们 所 承认 。 


RO OR 


在 这 里 我 要 相当 详细 地 叙述 导致 我 个 人 涉足 混沌 的 情况 。 回 
忆 起 主要 的 事件 是 容易 的 ,但 我 想 把 它们 和 混沌 前 前 后 后 的 一 些 
进展 联系 起 来 ,这 就 要 涉及 到 一 些 猜 想 , 我 开始 是 在 麻 省 理工 学 院 
气象 系 学 习 , 以 前 习惯 上 称 为 波士顿 技术 学 院 , 现 在 一 般 称 为 M. 
LT.. A 1948 年 起 我 在 M.I.I. 做 博士 后 工作 ,当时 我 的 主要 兴 
趣 在 全 球 和 大 陆 尺 度 的 大 气 结构 动力 学 上 。 

作为 一 个 学 生 , 我 已 经 知道 动力 学 方程 确定 了 在 大 气 中 所 发 
生 的 事情 。 但 是 当 我 的 想法 愈 来 愈 受到 数值 天 气 预报 的 影响 的 时 
候 ,我 明显 感到 这 些 方程 并 不 能 阻止 任何 实际 的 或 非 实际 的 大 气 
状态 只 是 解 的 一 个 初始 状态 ,我 感到 ,方程 组 中 的 各 种 解 必须 收 全 
到 一 个 特殊 的 状态 集合 一 一 实际 中 的 状态 集合 。 我 甚至 为 了 找到 
这 一 解 集 的 表达 式 而 做 了 一 些 不 成 功 的 尝试 ,但 最 终 还 是 放弃 了 。 
从 今天 的 知识 来 看 ,我 是 在 寻找 吸引 子 而 且 确 实 相 信 了 它 的 存在 ， 
但 是 错误 地 认为 守 能 够 用 少数 公式 来 描述 

打开 这 种 局 可 是 存 1955 年 ,M. Thomas (FE 4504 F fe 
涅 犹 烙 州 的 险 尾 福 德 的 旅行 保险 公司 建立 并 领导 一 个 新 的 天 气 研 
究 中心 而 辞去 了 教师 职务 。 当 时 他 已 经 负责 了 一 个 统计 天 气 预 报 


”计划 ,在 早期 的 计算 机 时 代 , 该 领域 得 到 了 相当 数目 的 经 费 。 


从 哲学 上 讲 , 统 计 预 报 比 动力 学 预报 更 具有 天 气 学 特征 ,因为 
统计 预报 是 基于 对 过 去 所 发 生 的 事情 的 观测 ,而 不 是 物理 原理 . 它 
与 动力 学 预报 的 相似 之 处 在 于 它 使 用 具体 地 点 的 天 气 要 素 值 ,而 
不 是 使 用 可 识别 的 天 气 结构 。 已 经 受到 广泛 重视 的 统计 预报 的 类 
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型 是 “线性 ”预报 。 例 如 纽约 明天 的 温度 被 预测 为 常数 a 加 上 芝 加 
哥 今天 温度 的 5 倍 ,再 加 上 圣路易斯 昨天 相对 湿度 的 c 倍 ,再 加 上 
其 它 类 似 的 项 。 估 计 atc 等 常数 的 最 佳 值 的 数学 方法 在 很 早 前 
就 已 建立 起 来 了 。 事 实 上 ,对 于 气象 学 家 来 说 ,使 用 任何 有 关 大 气 
的 知识 的 唯一 机 会 在 于 选择 预报 因子 , 即 用 常数 值 相 乘 的 那些 天 
气 要 素 。 建 立 一 个 公式 所 需 的 计算 工作 量 随 着 预报 因子 数目 的 增 
加 而 迅速 增加 ,因此 , 像 数值 天 气 预报 一 样 , 统 计 天 气 预报 仅仅 在 
计算 机 广泛 应 用 之 后 才 得 以 发 展 。 这 种 方法 被 许多 动力 气象 学 家 
特别 是 那些 赞成 数值 天 气 预报 的 人 看 作为 呆板 的 方法 ,因为 它 并 
未 对 大 气 为 什么 有 如 此 行为 给 出 新 的 了 解 。 

我 被 任命 填补 因 Thomas 辞职 而 空缺 的 位 置 ,而 且 我 也 得 到 
了 他 负责 的 科研 项 目 。 在 第 二 年 我 检查 了 各 种 统计 所 推导 出 的 公 
式 , 最 后 我 确信 ,实际 做 的 统计 方法 在 数值 意义 上 是 重复 天 气 了 预报 
员 已 经 做 了 许多 年 的 方法 一 一 天 气 结构 的 移动 速度 大 约 位 于 它 以 
前 的 速度 和 它 的 正常 的 速度 之 间 。 这 样 做 的 一 天 预报 图 确实 一 般 ， 
但 是 ,该 方法 在 过 去 和 现在 对 于 局 地 天 气 情 况 的 预报 都 是 有 帮助 
的 。 | | | 
不 用 说 ,许多 致力 于 统计 预报 的 人 和 我 的 看 法 不 同 。 或 许 他 们 
把 我 看 成 是 从 数值 天 气 预 报 阵营 中 来 的 一 个 渗入 者 。 他 们 中 的 一 
些 人 特别 提 到 了 著名 数学 家 N. Wiener ( 维 纳 ) 近 期 的 一 入 文章 ， 
该 文 似乎 表明 ,线性 统计 方法 能 够 完成 其 它 方法 做 的 事 ,当然 也 能 
够 完成 数值 天 气 预报 或 天 气 学 预报 做 的 事 。 我 认为 这 个 结论 是 很 
难 接受 的 ,并 且 我 自己 确信 ,尽管 其 他 人 不 信 ,Wiener 的 说 明确 实 
是 正确 的 ,但 是 他 没有 用 最 容易 理解 的 语言 去 写 ,从 而 被 误解 了 。 
1956 年 在 威斯康星 州 的 麦迪 逊 召开 由 许多 统计 预报 界 人 士 参 加 
的 会 议 上 ,我 提出 可 以 选择 一 个 确实 不 是 线性 类 型 的 方程 组 去 检 
验 这 个 假设 .可 以 用 计算 机 算出 持续 的 数值 解 ,然后 将 这 个 数值 解 
看 成 是 实际 天 气 资料 的 一 个 集合 ,并 用 标准 的 方法 去 确定 一 组 最 
佳 的 线性 统计 预报 公式 。 想 要 这 些 公式 确实 能 和 其 它 的 预报 方法 
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竞争 的 话 , 它 们 就 得 准确 地 完成 预报 ,因为 我 们 只 要 使 计算 程序 运 
行 片刻 就 很 容易 准确 地 “预报 ”出 这 些 “ 资 料 ”。 

我 的 第 一 个 任务 是 要 选择 合适 的 方程 组 。 我 以 一 个 专业 气象 
学 家 和 业余 数学 家 的 方式 着 手工 作 。 虽 然 原则 上 各 种 各 样 的 方程 
组 均 可 以 用 ,但 是 我 希望 选择 类 似 于 描述 大 气 行为 的 那 种 方程 组 
以 期 产生 某 些 良好 的 效果 。 在 进行 了 一 些 试验 以 后 ,我 决定 用 一 个 
大 大 简化 的 被 滤波 的 数值 天 气 预 报 方程 形式 ,这 种 形式 将 一 般 用 
的 有 几 千 个 变量 的 方程 化 减 为 仅仅 少数 几 个 变量 。 

一 天 ,我 们 系 的 博士 后 科学 家 R. White( 怀 特 )( 他 后 来 成 为 美 
国 天 气 局 主任 ,以 后 还 领导 了 取代 天 气 局 的 机 构 ) 建 议 说 ,我 的 办 
公 室 里 应 该 有 一 台 小 型 计算 机 ,你 也 许 会 纳闷, 我 为 什么 直到 那 时 
还 没有 用 过 计算 机 。 要 知道 ,我 们 回忆 的 是 个 人 计算 机 在 市 场 上 出 
现 前 20 多 年 的 事 。 事 实 上 ,当时 对 于 个 人 用 的 计算 机 是 前 所 未 闻 
的 ,而且 我 确实 从 来 就 没有 这 种 想法 .我们 花费 了 几 个 月 的 时 间 研 
究 各 种 各 样 的 可 供 选 择 的 型 号 ,最 后 决定 购置 一 台 型 号 为 Royal- 
McBee LGP-30 的 计算 机 , 它 大 约 有 一 个 大 桌子 大 小 ,还 不 断 地 发 
出 噪声 , 它 的 内 容 是 4096 个 32 比特 字符 ,其 中 大 约 1/3 用 于 标准 
输入 和 输出 程序 。 该 机 器 计算 一 次 乘法 大 约 用 17 毫秒 ,打印 一 满 
行 数 字 大 约 要 用 10 秒 。 即 使 这 样 , 当 我 们 用 优化 的 机 器 语言 编程 
序 时 . 它 还 是 比 台式 计算 器 (当时 袖珍 计算 器 还 未 出 现 ) 快 大 约 
1000 管 , 这 各 机 器 对 于 解 小 型 方程 还 是 很 理想 的 。 

那 时 候 计算 机 远 没 有 普及 ,许多 科学 家 ,包括 我 自己 在 内 ,还 
不 懂得 写 计 算 机 程序 ,这 是 不 足 为 怪 的 。 我 接 下 来 用 了 几 个 月 时 间 
去 熟悉 计算 机 。 然 后 又 再 回 到 简化 气象 方程 组 ,我 选择 了 带 有 14 
个 变量 的 方程 组 。 以 后 我 又 压缩 掉 一 个 变量 ,接着 又 压缩 掉 一 个 ， 
将 方程 数目 变 成 13 个 ,以 后 又 变 为 12 个 。 

这 个 方程 组 包含 了 几 个 参数 ,它们 表示 驱动 模式 天 气 所 需要 
的 外 热源 的 强度 和 分 布 。 因 此 ,如 果 一 组 参数 产生 出 的 解 不 适合 
了 ,我们 就 换 另 一 组 参数 去 试验 。 最 早 我 试图 产生 “资料 ”, 但 结果 
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总 是 产生 了 “天 气 ”, 即 未 渐 稳定 下 来 的 一 个 定常 状态 ,然而 , 它 对 
我 的 目的 来 说 训 无 用 处 。 在 进行 了 许多 次 的 试验 以 后 ,我 最 后 发 现 
了 一 个 解 , 它 明显 地 模拟 出 在 转盘 实验 中 所 观测 到 的 振荡 。 我 急忙 
转 回去 确定 最 好 的 线性 公式 的 方法 ,目的 仅 在 于 确认 ,只 要 在 预报 
中 将 每 个 变量 取 它 在 一 个 振荡 周期 之 前 所 取 的 值 ,就 可 能 产生 完 
全 的 线性 预报 。 这 时 我 才 认 识 到 ,对 于 我 们 的 试验 ,需要 一 个 解 是 
非 周 期 的 方程 组 才 可 能 否定 线性 预报 .当时 ， 我 怎么 也 没有 猜想 到 
这 个 非 周 期 解 集合 必需 具有 对 初始 条 件 的 敏感 的 依赖 性 。 

这 是 1959 年 时 的 事 。 当 时 虽然 我 已 经 是 统计 预报 界 的 一 员 ， 
但 我 们 尽力 保持 作为 一 个 动力 学 家 的 身份 。 并 且 我 计划 参加 下 年 
在 东京 举行 的 数值 天 气 预 报 会 议 . 报 告 的 题目 是 预先 约定 好 的 ,我 
碰巧 找到 了 一 个 合适 的 方程 组 ,并 且 完 成 了 我 的 试验 , 送 了 一 篇 题 
为 “动力 方程 组 解 的 统计 预报 ”的 报告 。 

如 果 我 那 时 已 经 熟悉 Poincaré 在 天 体力 学 中 的 研究 工作 的 
话 , 那 么 ,我 就 有 道理 抛弃 12 个 方程 而 转 到 Hill 的 简化 问题 的 4 
个 方程 ,这 4 个 方程 除了 已 经 知道 具有 非 周 期 解 以 外 ,这 也 是 容易 
处 理 的 .我 想 即使 这 样 的 一 种 转变 也 不 会 引起 我 多 大 的 兴趣 ,倒是 
因为 知道 了 确实 存在 着 非 周 期 解 的 简单 系统 鼓励 了 我 继续 我 的 探 
索 。 总 之 ,我 仍然 关注 着 这 可 能 带 来 的 意外 的 收获 。 我 感到 RG 
要 研究 一 个 耗 散 系 统 。 这 样 ,我 保持 了 试验 参数 的 新 的 组 合 , 并 使 
外 热源 随 经 度 和 纬度 恋 化 ,最 后 终于 找到 了 长 期 要 寻 技 的 攻 河 期 
状态 ,当然 ,在 实际 天 所 中 ,人 所 并 不 直接 从 太阳 那 所 授 - 计 注 多 热 ， 
而 是 直面 的 海洋 和 大 陆 从 太阳 那里 得 到 热 后 传 给 大 气 的 。 大 陆 和 
海洋 吸收 太阳 能 的 容量 也 是 相当 不 同 的 ,其 后 ,它们 及 时 把 太阳 能 
转换 到 大 气 中 。 当 我 把 标准 的 方法 应 用 到 这 种 新 的 “资料 ”时 ,结果 
得 到 很 不 好 的 线性 预报 ,我 终于 感到 我 的 怀疑 得 到 了 证 实 。 

这 些 非 周期 解 以 其 独 有 的 真实 性 确实 很 吸引 人 。 数 值 方法 以 
6 小 时 的 增 量 向 前 计算 给 出 未 来 天 气 , 并 是 我 们 已 经 编程 序 打印 
时 间 、 以 及 打印 12 个 或 13 个 或 14 个 变量 值 ,每 4 个 计算 时 间 步 ， 
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即 1 天 打印 1 次 。 模 拟 1 天 的 计算 时 间 大 约 为 1 分 钟 。 为 了 把 打 
印 出 的 数值 排 在 一 行 上 ,我 将 数值 四 会 五 入 到 三 位 小 数 并 且 不 打 
印 小 数 点 。 在 积累 了 许多 页 数 的 数值 之 后 ,我 编写 了 另外 的 输出 程 
序 , 让 计算 机 在 每 一 行 上 打印 一 个 或 两 个 字符 ,字符 距 页 边 的 距离 
表示 该 行 一 个 或 二 个 所 选 的 变量 的 值 。 我 常用 这 种 顺序 的 字符 绘 
制 出 一 条 连续 曲线 图 .我 时 常 贷 有 兴致 地 观察 这 种 图 像 的 延伸 ,有 
时 围 在 计算 机 旁 对 明天 可 能 发 生 什 么 天 气 作 小 小 的 打赌 , 正 像 气 
象 学 家 常常 对 明天 的 实际 天 气 打赌 一 样 。 我 们 很 快 就 认识 了 一 些 
特殊 行为 的 特征 符号 .事实 上 ,我 们 是 在 人 造 的 大 气 中 学 习作 天 气 
预报 。 

43 是 15 个 月 模拟 输出 结果 的 复印 件 , 它 的 原件 已 经 有 些 
RET. 为 了 看 得 清楚 ,我 们 把 它 分 成 5 个 月 一 段 共 三 段 。 所 选择 
的 变量 是 最 强 西风 的 纬度 近似 测量 值 . 强 西风 高 值 代表 低 纬 情况 。 
由 图 可 见 有 一 系列 的 “事件 ”, 在 每 一 个 事件 中 数值 突然 上 升 ,保持 
1 个 月 左右 的 高 值 , 然 后 同样 突然 下 降 , 但 是 每 个 事件 是 不 同 的 ， 
长 度 甚 至 是 不 相等 的 ,因此 这 一 形态 明显 是 非 周期 性 的 。 

为 了 更 为 详细 地 检查 发 生 了 什么 ,我 决定 重复 某 些 计算 .我 停 
止 计算 机 计算 ,键入 一 行 数 , 它 是 前 不 久 已 经 打印 出 来 的 模拟 数 
值 。 然 后 再 重新 让 计算 机 计算 。 我 在 走廊 上 喝 了 一 杯 咖 啡 ,大 约 1 
个 小 时 ,在 这 段 期 间 中 ,计算 机 大 约 已 经 模拟 了 2 个 月 的 天 气 。 打 
印 出 的 数值 怎么 也 不 像 老 的 数值 。 我 马上 怀疑 是 否 是 易 裂 的 真空 
管 坏 了 或 其 它 计 算 机 部 件 坏 了 ,这 是 常 有 的 事 。 但 是 在 要 求 修理 之 
前 ,我 决定 看 一 看 错误 到 底 发 生 在 什么 地 方 ,因为 这 样 可 以 加 速 修 
理 过 程 .实际 上 并 不 是 机 器 突然 坏 了 ,我 发 现 虽然 新 的 计算 初 什 重 
复 了 老 的 值 ,但 是 不 久 以 后 ,数值 在 小 数 点 后 最 后 一 位 上 差 一 个 接 
着 是 几 个 单位 .然后 数值 又 在 倒数 第 二 位 小 数 上 有 了 不 同 ,最 后 又 
在 前 面 一 位 小 数 上 有 了 不 同 , 事 实 上 ,这 种 不 同 大 致 总 是 每 4 天 左 
右 增加 1 倍 。 一 直到 第 2 个 月 ,新 的 输出 和 原 输出 完全 都 不 相似 
了 。 这 就 足以 告诉 我 们 发 生 了 什么 事 : 如 果 我 键入 的 不 正好 是 原来 
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实 线 是 由 1 个 


个 月 的 输出 。 


变量 的 符号 绘制 , 另 一 个 微弱 可 见 的 线 代 表 另 一 个 变量 。 曲线 分 成 


43 ”对 于 12 个 变量 模式 的 2 个 变量 的 15 
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;每 段 5 个 月 
的 数值 ,而 是 键入 原来 打印 输出 的 结果 的 四 含 五 入 值 ,那么 这 种 初 


始 的 舍 入 误差 是 故障 的 真正 原因 ,这 种 误差 被 不 断 放 大 ,直到 它们 
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主宰 了 方程 的 解 。 用 今天 的 术语 来 说 ,这 就 是 混沌， | 

这 一 现象 立即 使 我 想到 ,如果 实际 大 气 的 形态 像 这 一 简单 模 
式 的 话 ,那么 长 期 天 气 预报 将 是 不 可 能 的 。 温 度 、 风 以 及 其 它 和 天 
气 有 关 的 量 , 确 实 不 能 精确 地 测量 到 三 位 小 数 。 即 使 能 够 这 样 , 但 
是 在 观测 点 之 间 进 行内 插 也 不 能 有 类 似 的 精确 度 , 我 有 些 激动 ,并 
且 很 快 就 将 我 的 发 现 告诉 了 我 的 一 些 同事 。 

最 终 ,我 确信 小 的 差别 的 放大 是 缺乏 周期 性 的 原因 .后 来 在 东 
京 会 议 上 我 报告 我 的 结果 时 ,我 加 上 了 一 段 描述 ,说 明 方程 对 会 入 
误差 的 意外 的 响应 。 


奇怪 吸引 于 


1971 年 我 参加 了 在 加 利 福 利 亚 的 拉 霍 亚 举行 的 渍 流 会 议 。 许 
多 年 长 的 潮流 专家 参加 了 会 议 ,我 想 照 例会 听 到 他 们 对 汕 流 的 一 
些 陈旧 的 看 法 ,但 是 有 一 位 新 的 来 客 法 国 的 数 家 物理 学 家 ， 
D. Ruelle( 吕 埃 勒 ) 一 一 他 演讲 的 题目 是 “作为 消 流 的 数学 解释 的 
奇怪 吸引 子 ”. 这 个 题目 使 我 感到 奇怪 ,我 甚至 问 我 的 一 个 同事 ,这 
个 题目 是 否 从 原来 的 法 文 被 翻译 错 了 。 他 担保 没有 翻译 错 , 并且 
Ruelle 报告 时 说 着 像 我 一 样 流利 的 英语 ,我 认识 到 ,即使 我 没有 昕 
说 过 奇怪 吸引 子 ,但 是 我 已 经 看 到 了 一 个 ,现在 让 我 谈 谈 这 方面 的 
情况 。 

Ruelle 的 演讲 是 他 和 下 . Takens ( 塔 肯 斯 ) 合 写 的 已 经 出 版 的 
文章 “大 于 沸 流 的 性 质 ” 的 一 个 概括 ,在 该 文中 首次 提出 了 “奇怪 吸 
引子 ”的 表述 ,和 Smale 有 关 动 力 系统 的 论文 "一样 ,这 篇 文章 是 
混沌 领域 中 最 常 引 用 的 一 篇 。 在 这 篇 文章 中 他 们 用 了 螺 线 管 映射 
(产生 图 42 的 一 个 映射 ) 作 为 一 个 说 明 的 例子 ,而 且 他 们 把 半 流 运 
动 描述 为 “混沌 ”。 


* Bi Smale1967 年 发 表 《 微 分 动力 系统 ) 一 文 一 一 译 者 注 
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早 在 10 多 年 前 的 东京 会 议 上 ,我 简要 提 到 了 12 个 变量 模式 
中 产生 的 意外 的 状态 ,但 是 当时 我 认为 缺乏 周期 性 和 小 差别 的 增 
长 之 间 的 关系 及 其 对 长 期 天 气 预 报 的 影响 则 属于 另外 文章 详细 讨 
论 的 题目 。 在 会 上 发 表 的 那 篇 文章 中 ,我 是 急于 用 一 个 更 加 简单 的 
方程 组 作为 一 个 主要 说 明 的 例子 ,我 希望 能 够 正确 说 明 发 生 了 什 
么 。 我 曾 试图 在 不 损失 系统 敏感 依赖 性 的 前 提 下 进一步 简化 这 个 
模式 ,但 失败 了 。 实 际 上 有 一 个 方法 可 以 将 模式 化 减 到 3 个 变量 ， 
但 是 直到 1983 年 ”我 才 发 现 它 。 

我 的 探索 终于 在 1961 年 的 一 个 下 午 突然 结束 ,当时 我 在 旅行 
者 天 气 中 心 拜 访 了 B. Saltzmann( 萨 尔 获 曼 ), 这 个 中 心 是 Thomas 
在 几 年 前 建立 的 。Saltzmann 向 我 说 明了 他 已 经 数值 求解 了 7 个 
方程 的 方程 组 ,这 个 方程 组 有 点 像 我 的 方程 组 ,但 是 它们 描述 的 是 
从 下 面 加 热 而 驱动 的 对 流 流体 运动 ,例如 在 热 地 表 上 局 部 出 现 的 
运动 ,而 不 是 主要 通过 水 平 加 热 差 异 而 驱动 的 全 球 大 气 环流 ,他 的 
兴趣 是 周期 解 ,并 且 已 经 得 到 许多 周期 解 ,但 是 他 向 我 表明 一 个 解 
不 能 逐渐 稳定 下 来 。 

我 急忙 查看 它 ,注意 到 该 方程 组 的 7 个 变量 中 有 4 个 很 快 变 
得 非常 小 ,这 表明 其 它 3 个 变量 彼此 保持 继续 变化 ,所 以 一 个 仅 有 
3 个 变量 的 方程 组 就 可 以 显示 同样 的 状态 。Saltzmann 给 了 我 继续 
下 去 的 启示 , 回 到 M.1I. 下. 的 第 二 天 早晨 ,我 就 将 仅 有 这 3 个 变量 
的 方程 组 放 进 计算 机 上 运算 ,确实 同样 具有 Saltzmann 已 经 发 现 
的 缺乏 周期 性 ,这 就 是 我 们 长 期 寻找 的 系统 ,我 已 经 毫 不 怀疑 它 是 
存在 的 。 

无 论 如 何 我 是 很 幸运 的 。 该 模式 的 一 个 基本 参数 是 Prandti 
(普天 特 ) 数 一 一 流体 粘性 系数 和 热传导 系数 之 比 。 Saltzmann 已 
经 选 定 10. 0 作为 水 的 Prandtl 数 的 量 级 。 作 为 一 个 气象 学 家 ,他 
本 可 以 选择 去 模拟 空气 中 的 对 流 ,而 不 是 水 中 的 对 流 ,在 空气 的 情 


* 原 书 如 此 , 疑 为 1963 年 一 一 编者 注 
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况 下 ,他 或 许 会 用 Prandtl 数 为 1. 0。 用 这 个 值 的 话 ,3 个 方程 组 的 
解 是 周期 的 ,因此 或 许 我 就 决 不 会 有 任何 理由 想到 从 原来 的 7 个 
方程 去 提取 成 3 个 了 。 

这 3 个 方程 并 不 能 非常 好 地 描述 实际 对 流 运 动 。 但 是 对 我 的 
目的 ,这 并 不 重要 。 作 为 数学 的 一 个 抽象 ,这 个 方程 组 说 明 ,一 个 确 
定性 的 系统 能 够 以 最 简单 的 方式 表现 出 非 周 期 的 形态 ,图 44 是 其 
中 1 个 变量 随时 间 的 变化 。 显 然 这 个 系统 经 历 了 围绕 一 个 状态 作 
不 断 放大 的 振荡 ,这 个 状态 实际 上 就 是 一 个 不 稳定 平衡 状态 。 直 到 
这 个 振 落 达到 太 强 以 后 , 它 又 围绕 男 一 个 不 稳定 状态 振荡 ,一 直达 
到 这 个 振荡 太 强 为 止 ,就 这 样 它 连续 交替 振荡 在 两 个 模 态 之 间 ,. 图 
上 清楚 地 显示 出 一 个 重要 的 特点 , 即 围绕 一 个 状态 或 另 一 个 状态 
振荡 的 次 数 所 形成 的 是 一 个 不 规则 的 序列 .实质 上 ,这 样 的 行为 与 
卫星 在 两 个 行星 之 闻 穿 梭 运动 (如 图 36 所 见 ) 是 有 些 共 同 点 的 。 虽 
然 我 们 未 能 比 卫 星 运动 情况 多 写 出 一 组 公式 来 表示 通 解 ,但 是 对 
于 所 选择 的 参数 值 ,这 个 图 解 实际 上 已 能 显示 出 可 能 发 生 的 每 一 
件 事 。 这 条 曲线 几乎 完全 替代 了 通 解 。 

我 决定 用 这 个 系统 作为 例子 来 写 文 章 详细 描述 。 当 时 我 感到 
真正 的 重要 发 现 是 如 下 这 个 事实 , 即 在 相当 一 般 的 条 件 下 ,没有 周 
期 性 就 意味 着 有 限 的 预测 能 力 , 而 不 仅仅 是 发 现 了 带 有 非 周 期 解 
的 特殊 系统 .我 也 认为 ,并 且 现 在 仍然 认为 在 为 预测 各 种 现象 所 付 
出 的 系统 而 大 量 的 努力 中 , 太 大 的 部 分 都 给 了 天 气 预 报 , 全 世界 的 
观测 网 和 500 万 变量 的 模式 的 发 展 就 是 证 明 。 无 论 如 何 我 写 这 篇 
文章 主要 是 给 气象 学 家 的 , 并 将 文章 投稿 到 “Journal of the 
Atmospheric Science” , 原来 的 题目 是 “确定 性 的 滑 流 ”, 后 来 ,在 该 
杂志 的 编辑 (我 与 他 很 熟 )、 大 气 环 流 模式 的 创始 人 N. Phillips GE 
利 普 斯 ) 向 我 说 明 该 方程 缺少 通常 与 淇 流 有 关 的 一 些 性 质 之 后 ,我 
将 题目 改 为 “确定 性 的 非 周 期 流 ”。 

我 还 想 办 法 实现 了 能 直接 观看 吸引 子 的 长 期 愿望 。 我 简单 地 
选择 了 两 个 变量 作为 平面 坐标 ,并 将 第 三 个 变量 的 数值 标 在 平面 
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图 44 3 个 变量 对 流 系统 中 的 变量 x 随时 间 变 化 序列 。 这 个 序列 延伸 到 
50 个 时 间 单 位 ,在 图 上 被 分 成 两 段 


坐标 的 对 应 点 劳 ,就 像 我 们 常常 用 纬度 、 经 度 作为 天 气 图 的 坐标 ， 
而 绘制 该 经 度 、 纬 度 上 的 于 力 数 值 一 样 ,然后 我 绘制 第 3 个 变量 的 
等 值 线 , 正 像 我 们 在 天 气 图 上 绘制 等 压 线 一 样 。 当 然 这 要 比 在 天 气 
图 上 画 等 压 线 稍 稍 复 杂 一 些 , 因 这 里 变 成 了 在 一 部 分 平面 上 的 两 
组 相 区 别 的 等 值 线 , 这 就 意味 着 吸引 子 是 由 两 个 不 相同 的 表面 所 
攀 成 ,一 个 表面 在 男 一 表面 之 上 .跟着 任 一 表面 的 轨道 朝向 图 的 底 
部 时 ,看 起 来 就 好 像 两 个 表面 汇合 成 一 个 一 样 。 

图 45 是 该 吸引 子 的 完全 图 像 , 它 带 有 两 组 妇 并 的 等 任 线 ,而 
图 46 表示 该 吸引 子 的 轮廓 和 一 个 立 于 吸引 子 之 中 的 伸展 的 解 曲 
线 。 a AT, HARI SER, FES AE ZS TAP, eA AE 
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交 。 我 决定 在 文章 中 详细 描述 这 一 豚 引子 ， 


图 45 3 个 变量 对 流 系统 吸引 子 的 原始 图 像 .用 变量 y 和 z 作为 坐标 绘制 
出 的 二 的 等 信 线 .这 里 有 两 个 可 分 辩 的 不 同 的 z 值 , 较 低 值 的 等 什 
线 用 虚线 给 出 。 本 图 引用 经 美国 气象 学 会 惠 许 


我 常常 告诉 我 的 学 生 们 , 当 他 们 写 文章 描述 他 们 的 研究 工作 
时 ,要 留 出 比 他 们 所 想像 的 时 间 要 多 一 一 如 果 是 论文 的 话 也 至 少 
需要 一 个 月 .在 你 想 把 自 认 为 已 经 了 解 了 的 问题 清楚 地 写 出 来 时 ， 
你 可 能 发 现 , 你 还 不 能 很 好 的 了 解 它 和 解释 它 ,而 且 你 要 花 相 当 一 
段 时 间 从 头 到 尾 地 想 它 ,也 许 还 要 花 较 多 的 笔 和 纸 , 甚 至 还 要 做 茶 
些 计 算 。 这 个 建议 适合 于 教员 和 学 生 。 对 我 来 说 ,我 曾 尝 试 先 理解 
并 向 读者 解释 清楚 如 何 这 两 个 表面 能 够 汇合 ,即使 理论 表明 两 个 
解 曲线 (这 里 是 每 个 表面 上 有 一 个 ) 决 不 能 汇合 。 在 这 种 尝试 中 我 
认识 到 这 两 个 表面 (不 仅仅 是 曲线 ? 决 不 能 汇合 ,如 果 它 们 汇合 的 
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话 ,那么 表面 上 就 有 一 个 特殊 的 曲线 将 与 另 一 表面 上 选 定 的 曲线 
汇合 ,这 就 违背 了 理论 。 所 以 只 可 能 是 看 起 来 的 汇合 ,而 实际 上 保 
持 独立 ,各 自 和 解 曲线 遵循 相同 的 原则 .这 里 一 个 表面 看 起 来 从 另 
一 个 表面 下 通过 ,然后 有 两 个 表面 就 在 另外 两 个 下 面 通 过 ,使 得 总 
数 为 4, 但 是 要 维持 它们 的 同一 性 ,还 应 有 4 个 表面 在 另外 4 个 表 
面 下 通过 ,如 此 等 等 .我 的 最 后 结论 (现在 已 被 彻底 证 明 ) 是 表面 实 
际 上 有 无 穷 多 个 , 正 像 我 们 现在 看 到 的 ,吸引 子 是 奇异 的 . 那 时 候 ， 
我 决 没有 想到 ,一 段 时 间 以 后 ,这 个 吸引 子 已 经 成 为 这 篇 文章 最 引 
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图 45 中 吸引 子 的 轮廓 ,并 显示 了 包含 在 吸引 子 中 的 延伸 的 轨道 片 
眉 。 轨 道 不 规则 地 交替 运行 ,时 而 顺 时 针 绕 左边 空 闪 运行 ,时 而 递 


时 针 绕 右边 空 穴 运行 


人 注目 的 特点 。 


在 准备 这 篇 文章 时 ,我 已 经 受到 Birkhoff 处 理 动力 系统 的 引 
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导 。 当 我 投稿 时 ,相当 有 责任 心 和 能 力 的 审 稿 者 提出 ,我 的 某 些 绪 
果 与 Birkhoff 推迟 发 表 的 论文 的 某 些 结果 相同 。 审 稿 者 特别 提 
到 ,由 数学 家 V. V. Nemytskii( 涅 梅 葡 基 ) 和 V. V. Stepanov( 斯 捷 
潘 诺 夫 ) 写 的 1946 年 以 俄 文 出 版 而 最 近 被 译 成 英文 的 专著 《微分 
方程 的 定性 理论 》。 该 书 的 第 二 部 分 是 动力 系统 完整 的 研究 ,从 该 
书 的 题目 上 人 们 可 以 猜 到 ,动力 系统 是 借助 于 微分 方程 来 定义 的 。 
在 该 书 中 作者 定义 了 解 在 “Lyapunov( 李 雅 普 诺 夫 ) 意 义 上 ”的 稳 
定性 (俄国 数学 家 A. Lyapunov 是 和 Poincaré 同时 代 的 ,并 且 是 
稳定 性 理论 的 首创 人 )。 它 可 以 表述 为 ;初始 接近 于 稳定 解 的 任何 
其 它 解 随时 间 推 移 仍 保持 接近 该 解 .简单 地 说 ,这 就 相当 于 没有 对 
初始 状态 的 敏感 依赖 性 。 书 的 作者 们 表明 ,在 我 所 研究 的 这 些 方程 
能 明显 满足 的 某 些 条 件 下 ,方程 的 一 个 具有 Lyapunov 稳定 性 的 
解 必 然 是 周期 的 或 殖 周 期 的 。 关 于 这 个 结果 的 各 种 证 明 他 们 和 追 济 
到 1929 年 的 P. Franklin (富兰克林 ) 和 1933 年 的 A. A. Markov 
(马尔 科 夫 ), 他 是 著名 的 “Markov 过 程 ”创始 人 A. A. Markov 的 
儿子 。 

由 此 可 以 直接 得 出 , 非 周 期 解 在 Lyapunov 意义 上 是 不 稳定 
的 ,或 者 说 是 敏感 地 依赖 于 初始 条 件 的 。 进 一 步 说 ,如 果 系 统 的 通 
解 是 非 周 期 的 ,那么 系统 一 般 的 行为 就 是 混沌 的 .我 想 我 的 主要 结 
果 突 然 失 去 了 它 的 许多 新 奇 性 。 具 有 讽刺 意义 的 是 ,在 较 早 的 50 
年 代 , 午 饭 后 在 我 们 学 院 俱 乐 部 我 有 时 与 Franklin 下 国际 象棋 ， 
他 一 般 赢 我 , 正 像 他 的 动力 系统 的 研究 结果 确实 胜 过 我 一 样 ,但 我 
们 从 未 讨论 过 动力 系统 。 

可 是 ,在 那 本 专著 中 并 没有 我 所 赋予 这 个 结果 的 意义 。 全 书 都 
没有 出 现 “ 在 Lyapunov 意义 上 不 稳定 ”的 表述 。 正 像 Poincare 各 
Birkhoff 一 样 , 他 们 讨论 的 每 一 件 事 都 围绕 着 周期 解 , 人 们 从 来 就 
没有 真正 意识 到 从 微分 方程 不 规则 解 本 身 出 发 进行 研究 。 

我 的 文章 立即 在 气象 学 家 中 间 得 到 相当 大 的 注意 ,这 多 亏 了 
Charney 的 关心 ,以 后 他 成 为 我 在 M.I.T. 的 同事 。 他 不 像 有 些 人 
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对 我 的 文章 的 看 法 那样 ,他 相信 这 个 结果 ,而且 他 认为 这 对 全 球 大 
气 钱 究 计 划 有 潜在 的 重要 性 。 一 个 结果 就 是 我 们 用 现 有 的 大 气 环 
流 模式 作 了 可 预报 性 的 试验 。 

不 久之 后 , 带 有 奇怪 吸引 子 的 这 三 个 方程 显得 远 远 不 止 是 说 
明 简 单 的 混沌 状态 的 抽象 手段 , 而且 还 能 对 某 些 现实 世界 中 的 现 
象 作 很 好 的 描述 。 作 为 一 个 通常 对 流 的 模式 ,这 系统 是 不 完全 的 ， 
因为 它 对 运动 设置 了 过 多 的 限制 。 如 果 你 把 一 盆 水 放 在 炉子 上 并 
且 点 着 火 , 那 么 水 是 不 会 像 方程 所 要 求 做 的 那样 在 左边 处 处 上 升 ， 
在 右边 处 处 下 沉 ,或 上 升 仅仅 在 右边 ,下 沉 仅 仅 在 左边 ,以 一 个 大 
的 涡 旋 形式 运动 ,而 是 发 展 许多 小 的 涡 旋 。 如 果 这 些小 涡 旋 因 某 种 
原因 被 压制 的 话 ,那么 剩 下 来 的 运动 就 可 能 比较 符合 这 个 方程 。 

压制 小 涡 旋 的 一 个 方法 是 完全 抛弃 用 盆 盛 水 ,而 是 让 水 注 满 
一 个 封闭 的 环形 管 , 管 靠 在 墙 上 或 保持 垂直 。 在 模拟 这 一 过 程 时 ， 
Woods Hole 海洋 研究 所 的 海洋 学 家 P. Welander( 韦 兰 德 ) 发 现 ， 
当 那 种 环 状 管 在 底部 以 一 个 合适 的 速率 加 热 时 , 管 中 的 水 实际 上 
能 够 首先 在 一 个 方向 循环 ,然后 又 在 另 一 个 方向 循环 ,以 无 规律 的 
方式 进行 切换 。 

几 年 以 后 ,不 规则 交替 环流 从 物理 上 实现 了 。 当 时 同 在 
M.I.T. 的 多 才 的 应 用 数学 家 W. Malkus (马尔 库 斯 ) 和 
L. Howard (霍华德) 以 及 佛罗里达 州立 大 学 的 R. Krishnamurti 
〈 克 里 希 纳 称 尔 蒂 ) 暂 时 放下 了 他 们 的 笔 和 纸 , 而 建立 起 一 个 水 轮 ， 
目的 在 于 实现 由 那 三 个 方程 所 预测 的 行为 ,该 水 轮 一 会 儿 顺 时 针 
转 , 一 会 儿 逆 时 针 转 .Malkus 的 水 轮 是 一 个 精确 的 装置 ,适合 于 在 
实验 室 控 制 下 做 。 如 果 你 有 兴趣 的 话 , 也 可 以 建立 你 自己 的 水 轮 。 
按照 Howard 或 Krishnamurti 的 做 法 运气 或 许 会 好 些 。 

水 轮 的 基本 组 成 部 分 是 一 个 转台 (也 可 说 是 一 个 塑料 的 转动 
大 和 父 盘 ) 和 一 些 纸杯 。 在 每 个 纸杯 的 底部 靠近 边缘 处 简单 地 做 一 个 
小 孔 ,然后 将 纸杯 围绕 着 转台 的 周边 立 起 ,使 杯子 底部 的 小 孔 伸 出 
到 转台 边缘 外 面 , 并 用 胶水 把 杯子 粘 好 。 图 47 是 这 种 装置 的 顶 视 
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图 ,图 中 最 小 的 圆 表示 杯子 底部 小 孔 ,中 等 大 的 圆 表 示 杯 底 , 较 大 
的 圆 表 示 杯 子 的 上 边缘 。 最 大 的 圆 是 从 杯子 底部 通过 并 用 点 线 表 
示 的 转台 边缘 。 


图 47 水 轮 的 项 视图 ,图 中 表明 12 个 杯子 的 底部 和 上 边缘 ,每 个 杯子 底 
部 有 小 了 筷 

为 了 运转 水 轮 ,使 它 与 水 平面 倾斜 大 臻 20 度 , 并 且 牢 牢 男 定 

台 的 不 动 部 分 。 然 后 从 一 个 水 龙头 或 一 个 软 管 以 一 个 定常 的 速 
率 将 水 注入 最 上 部 的 水 杯 。 当 水 杯 注 满 水 后 ,水 轮 头 部 就 重 了 , 然 
后 转动 水 轮 ,让 下 一 个 杯子 移动 到 水 轮 顶部 接受 注水 ,而 此 时 第 一 
个 杯子 的 水 由 底部 小 孔 慢 慢 漏 水 。 由 于 轮子 以 适当 的 角度 倾斜 ,水 
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又 以 适当 的 速度 流出 ,那么 你 可 能 会 看 到 水 轮 一 会 儿 顺 时 针 转 ,一 
会 儿 道 时 针 转 。 

离开 实验 室 而 回 到 图 书馆 ,如 果 你 偶然 看 到 一 篇 引起 你 兴趣 
的 科学 论文 ,可 能 你 要 进一步 去 查阅 有 关 的 研究 ,并 通过 参考 文献 
去 查找 较 早 的 一 些 文章 .除非 你 要 作 历 史 的 评论 ,一 般 实 际 上 有 兴 
趣 的 是 关注 最 新 的 研究 文献 。 并 且 你 还 希望 这 篇 文章 能 够 展望 未 
来 ,并 列 出 有 关 的 参考 文献 。 这 样 的 目录 实际 上 不 久 就 会 出 现在 
《科学 引文 索引 }》 中 , 它 是 在 费城 科学 信息 研究 所 出 版 的 一 种 很 多 
人 要 查阅 的 参考 期 刊 。 每 2 个 月 一 期 ,然后 合并 为 年 刊 ,并 且 每 5 
年 给 出 总 目录 。 

其 它 领 域 的 科学 家 并 不 经 常 阅 读 气象 期 刊 ; 要 跟 上 自己 专业 
文献 的 步伐 也 是 相当 困难 的 。 在 1970 年 以 前 ,我 的 文章 几乎 清 一 
色 地 被 其 他 气象 学 家 所 引用 。 只 是 在 1965 年 ,例外 地 被 应 用 数学 
家 L. Segel( 西 格 尔 ) 的 一 篇 文章 所 引用 。 这 篇 文章 研究 的 是 热 对 
流 问 题 ,这 个 问题 离 气象 学 并 不 太 远 ,Segel 的 文章 理应 被 许多 气 
象 期 刊 接受 出 版 的 。 从 1970 年 到 1974 年 我 的 文章 仅 被 非 气象 学 
家 引用 过 2 次 。 | 

如 果 我 的 文章 出 版 在 数学 期 刊 上 , 它 很 可 能 立即 引起 混沌 界 
的 广泛 注意 ,但 可 能 不 会 引起 许多 气象 学 家 的 注意 . 某 些 科学 家 实 
际 上 把 同样 的 文章 写成 两 篇 ,而 使 两 篇 写 出 的 论文 都 有 用 ,尽管 这 
是 带 有 讽刺 性 的 ,显然 ,我 当时 应 该 这 样 做 以 使 我 的 文章 获得 广泛 
的 读者 。 

有 一 件 事 是 决定 性 的 ,如 果 不 是 对 于 混沌 理论 发 展 的 话 ,那么 
至 少 对 于 我 来 说 是 如 此 。 这 件 事 发 生 在 几 年 以 后 。 马 里 兰 大 学 的 
数学 家 Yorke 与 Li 合 写 了 一 篇 题目 为 “周期 3 意味 着 混沌 ”的 文 
章 , 这 篇 文章 仅 是 一 长 串 创新 的 开始 。 当时 A. Faller EBD EAR 
FT Woods Hole 海洋 研究 所 并 留 下 了 他 的 8 英尺 转盘 而 加 盟 到 
马里 兰 大 学 气象 系 。Yorke 和 Faller 聊天 时 提 到 他 当时 正在 做 的 
一 些 工作 ,而 Faller 说 , 听 起 来 好 像 是 我 的 一 篇 有 关 非 周期 性 的 文 

。136 。 


SERN RRA ED pe ae A pe a BA SRE aD RP OR a 


第 四 章 迎战 混沌 


章 。 他 给 了 Yorke 我 的 文章 的 复印 本 ,并 且 复 印 了 许多 份 送 给 马 
里 兰 大 学 校园 里 的 许多 数学 家 和 其 他 科学 家 , 不 久之 后 ,Yorke 到 
Berkeley( 伯 克利) 去 拜访 Smale, 4 m] Smale 展示 了 我 文章 的 复印 
件 ,Smaie 继而 显然 将 我 的 文章 复印 了 许多 份 送 给 动力 系统 领域 
他 所 熟悉 的 人 (当时 动力 系统 领域 仍然 是 相对 小 的 领域 ) ,我 相信 ， 
我 的 文章 使 一 些 人 第 一 次 看 见 了 一 个 具体 的 奇怪 吸引 子 。 

回顾 一 下 ,对 我 来 说 我 的 文章 之 所 以 不 同 于 以 前 的 文章 ,并 不 
在 于 用 微分 方程 产生 的 个 别 奇怪 吸引 子 的 图 像 ,而 是 在 于 这 种 思 
想 , 即 重要 的 是 寻找 混沌 而 不 是 去 回避 它 。 无 论 如 何 , 不 久 以 后 讨 
论 这 方面 的 文章 就 出 现 了 “爆炸 ? 式 增 长 ,而且 我 的 文章 被 多 次 引 
用 .我 想 每 一 个 提 到 这 篇 文章 的 人 都 读 过 它 并 受 它 的 影响 ,但 是 这 
种 期 望 也 许 太 过 份 了 。 我 可 能 永远 也 无 法 知道 它 对 以 后 发 生 的 事 
情 的 影响 有 多 大 ;而 我 的 文章 刚巧 在 一 次 注定 了 的 混沌 热潮 之 前 
为 世人 所 知 ,这 是 多 么 的 幸运 啊 。 


混沌 的 普遍 性 


在 混沌 迅速 成 为 关注 目标 后 的 几 年 ,我 收 到 一 篇 题目 奇特 的 
文章 “Lorenz 纽 结 是 最 基本 的 ”的 单行 本 。 我 并 不 认为 我 的 文章 中 
谈 过 什么 纽 结 ,也 从 来 没有 听 说 过 纽 结 ,更 不 用 说 最 基本 的 纽 结 
了 。 纽 结 是 西北 大 学 的 拓扑 学 家 R. F. Wiliam (威廉 斯 ) 提 出 的 ， 
几 年 前 我 在 加 利 福利 亚 大 学 伯克利 分 校 拜 访 Smale BY Lh. H 
扑 学 是 数学 上 一 个 兴旺 的 分 支 一 一 它 开始 于 Poincaré 创新 中 的 
一 个 方面 。 纽 结 理论 本 身 也 是 拓扑 学 的 一 个 分 支 。 

拓扑 学 是 处 理 曲 线 . 曲 面 或 更 为 普遍 的 点 集 连 续 通 过 伸 长 . 压 
缩 或 弯曲 而 不 变化 的 那些 性 质 , 对 拓扑 学 来 说 ,一 个 圆 和 一 个 方形 
是 同样 的 ,因为 任何 一 个 很 容易 弯曲 成 另 一 个 形状 。 在 三 维 空间 
中 ,一 个 圆 和 一 个 带 有 一 个 反手 纽 结 的 封闭 曲线 在 拓扑 学 上 是 不 
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同 的 。 因 为 ,怎么 也 不 能 通过 弯曲 .压缩 或 伸 长 去 掉 这 个 纽 结 。 
Bob 称 我 的 结果 为 蝴蝶 形状 的 吸引 子 , 而 且 他 已 经 指出 处 在 该 吸 
引子 上 的 某 些 封闭 解 曲线 是 纽 结 的 。 

图 48 给 出 了 其 中 一 条 解 曲线 的 示意 图 ,曲线 的 两 个 分 支 相 交 
又 ,下 面 的 一 支 用 靳 线 表 示 。 看 着 图 ,我 会 想到 它 或 许可 以 打开 成 
一 个 圆 。 但 是 当 我 们 用 一 根 长 绳 连接 末端 来 复制 它 并 尝试 展开 它 
时 , 它 却 是 熟悉 的 反手 结 ,在 纽 结 理论 上 称 为 三 叶 形 。 


图 48 包含 在 3 变量 对 流 模式 吸引 子 中 的 封闭 曲线 示意 图 。 曲 线 在 三 维 
空间 中 ,两 根 线 显示 出 交叉 , 断 线 处 在 实 线 下 方 , 这 曲线 包含 一 个 
不 易 看 到 的 纽 结 


这 一 研究 是 相当 专门 的 ,但 是 它 代表 了 许多 无 法 抗拒 奇怪 吸 
引子 诱惑 的 拓扑 学 家 们 的 努力 .他 们 遇 到 许多 新 的 点 集 , 并 尽力 探 
究 一 些 问 题 诸如 吸引 子 中 无 穷 多 的 页 片 是 如 何 连 结 在 一 起 的 。 

其 他 一 些 数 学 家 迷恋 于 分 贫 ( 当 系统 的 参数 值 稍稍 变化 时 , 系 
统 的 行为 以 及 通常 还 有 复杂 性 所 发 生 的 突然 变化 ) ,我 们 已 经 在 斜 
坡 模式 和 圆 盘 实 验 中 看 到 了 分 岔 的 例子 。 还 有 些 人 则 转向 于 研究 
带 有 复 洒 岛屿 的 混沌 海 ( 奇 怪 吸 引子 在 Hamilton 系统 中 的 对 应 ) 。 


* Robert F. Williams 的 简称 一 一 编者 注 
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或 许 混 沌 热潮 的 更 为 显著 的 特点 是 从 一 个 尝试 的 领域 拓展 到 
其 它 领域 .对 于 混沌 的 一 般 认识 很 快 就 从 数学 、 天 文学 和 地 球 科学 
渗透 到 物理 学 、 化 学 和 生命 科学 ,并 最 终 进 入 到 社会 科学 和 艺术 领 
域 。 在 混沌 热 刚 刚 爆 发 之 前 出 现 的 、 起 到 导火线 作用 的 文章 中 ,由 
于 某 些 理由 我 只 对 其 中 一 小 部 分 文章 特别 感 兴趣 。 

在 这 些 文 章 中 , 首先 是 普林斯顿 大 学 的 数学 生物 学 家 R. May 
〈 梅 ?在 人 日 动力 学 领域 的 开创 性 工作 。 他 的 动力 系统 是 由 一 个 单 
变量 的 差分 方程 组 成 ,这 个 差分 方程 和 Logistic 方程 密切 相关 ,一 
个 选 定 种 群 ( 例 如 昆虫 ) 的 数目 ,从 一 年 到 另 一 年 常常 发 生 很 大 的 
变化 ,而 且 一 年 中 的 总 数 有 时 候 是 对 下 一 年 种 群 总 数 的 很 好 的 预 
报 因子 。 和 单 摆 以 及 滑板 不 同 BAERS EER”. 而 且 
我 们 建立 的 方程 一 般 要 显示 出 合理 性 .习惯 的 假设 是 ,如 果 昆 虫 数 
目 非 常 小 ,那么 昆虫 将 自由 增殖 ,在 下 一 代 产 生 比较 多 的 昆虫 ,但 
数目 仍然 相当 小 。 如 果 昆 虫 数 目 比 较 大 , 它 将 产生 非常 多 的 后 代 ， 
但 是 不 能 得 到 足够 保证 它们 成 活 的 食物 ,所 以 下 一 年 昆虫 的 数目 
AEDT. 因此 最 大 数目 应 出 现在 中 等 数目 的 下 一 年 .May 发 现 ， 
对 于 合适 的 繁殖 率 和 饥饿 死亡 率 , 昆 虫 数 将 混沌 地 涨 落 。 

在 早先 不 久 , 我 已 经 研究 过 一 个 和 May 类 似 的 方程 ,但 只 是 
把 它 当 做 了 纯粹 的 数学 抽象 .而 May 的 工作 却 赋予 这 一 方程 以 现 
实 的 意义 , 正 像 应 用 数学 家 的 水 轮 一 样 。 

此 外 ,在 较 早 期 的 工作 中 ,还 有 KK. Robbins ( 罗 宾 斯 ) 的 研究 ， 
那 时 他 是 M.I.T, 的 研究 生 , 他 考察 了 圆 盘 发 电机 及 其 在 揭示 地 
球 磁 场 中 的 作用 。 另 一 个 是 斯 图 加 特大 学 的 H. Haken Oa €F) ,他 
研究 激光 。 有 兴趣 为 是 ,在 两 项 研究 中 的 方程 看 起 来 都 非常 像 我 的 ` 
方程 ,并 日 他 门 的 竟 也 是 非常 相同 的 。 圆 盘 发 电机 和 激光 器 是 不 相 
出 的 ,它们 中 的 任何 一 个 都 不 像 热 对 流 , 但 三 个 系统 都 做 了 相当 的 
简化 ,以 致 于 简化 后 剩 下 的 部 分 十 分 相似 。 实 质 上 ,我 们 常用 这 类 
简化 去 识别 出 物理 上 不 同系 统 的 相似 部 分 ,否则 就 无 法 看 出 这 种 
相似 性 。 
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我 对 O. Riissler( 鲁 斯 勒 ) 的 研究 的 心情 是 复杂 的 ,当时 他 在 
蒂 宾 根 大 学 建立 了 三 个 微分 方程 的 方程 组 作为 一 个 化 学 反应 的 模 
式 。 那 时 候 ,许多 带 有 混沌 解 的 微分 方程 组 已 经 被 发 现 ,但 是 我 认 
为 我 发 现 的 方程 仍然 是 最 简单 的 。Riissler 改变 了 这 种 情况 ,他 的 
方程 比 我 的 更 简单 。 迄 今 他 的 记录 仍然 保持 着 。 

现在 来 谈 谈 最 近 的 发 展 ,让 我 再 一 次 简短 地 从 生命 科学 开始 。 
各 种 疾病 的 爆发 ,在 某 种 程度 上 是 微生物 和 它们 的 受害 者 的 人 口 
动力 学 现象 , 它 已 经 用 像 控 制 单一 种 群 动力 学 的 方程 来 研究 .常用 
两 个 差分 方程 ,一 个 是 用 于 捕食 者 ,一 个 是 用 于 宿主 。 带 有 偶然 心 
律 不 齐 的 心 搏 问题 已 经 受到 相当 的 注意 ,由 于 心脏 在 我 们 生命 中 
的 决定 性 作用 ,关注 它 是 不 奇怪 的 。 区 域 . 国 家 和 世界 经 济 实 力 如 
同心 脏 的 健康 一 样 ,涉及 到 许多 人 ,但 不 能 期 望 通过 相似 的 方法 来 
检验 。 

过 去 的 许多 经 济 学 家 都 认为 经 济 具有 平衡 状态 ,并 且 认 为 经 
济 会 稳定 到 这 个 状态 ,如 果 我 们 不 再 插手 经 济 的 话 ( 简 而 言 之 ,也 
就 是 如 果 经 济 不 受到 可 变 的 强迫 作用 的 话 )， 就 不 会 有 任何 使 人 
烦恼 的 经 济 周期 。 现 在 某 些 关注 混沌 的 经 济 学 家 提出 ,经济 学 作为 
一 个 动力 系统 是 混沌 的 ,不 规则 间歇 的 经 济 周期 是 不 可 避免 的 .对 
经 济 进行 干预 可 能 压制 这 种 周期 ,而 不 是 产生 这 种 周期 ,但 是 更 可 
能 的 是 缩短 一 些 经 济 衰退 而 延长 另 一 些 衰退 。 

正 像 近似 正确 的 气象 方程 是 基于 牛顿 运动 定律 和 其 它 涉及 到 
最 微小 的 天 气 元 素 ( 小 到 足以 看 作为 质点 的 空气 ) 的 定律 一 样 , 任 
何 近 似 正确 的 经 济 学 方程 也 要 基于 复杂 得 多 的 控制 基本 经 济 元 素 
《人 和 他 们 的 产品 ) 的 定律 。 正 像 天 气 学 家 已 经 从 经 验 中 认识 到 空 
气质 点 的 巨大 聚合 体 ( 风 暴 及 其 结构 ?通常 呈现 何 种 形态 一 样 , 经 
济 学 家 也 已 经 从 经 验 中 认识 到 人 们 的 各 种 聚合 如 何 能 够 影响 经 
济 。 经 济 学 家 已 经 建立 起 了 包含 一 些 假 设 的 相互 作用 的 简单 方程 
组 ,而 且 他 们 在 某 些 情况 下 过 到 了 混沌 解 。 

现在 来 谈 艺 术 。 我 们 首先 考察 音乐 。 这 里 可 以 有 两 种 不 同 的 
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方式 涉及 混沌 。 第 一 种 是 音乐 乐器 的 音调 。 一 根 弦 或 一 个 空气 柱 
或 小 到 一 块 薄膜 ,通常 以 一 个 强 周 期 的 分 量 振荡 ,这 一 分 量 相应 于 
一 个 基本 音 高 。 典 型 的 是 泛音 , 它 给 乐器 贡献 一 种 有 特色 的 声音 ， 
但 是 常常 有 不 规则 的 分 量 进一步 修正 这 种 音调 ,这 些 不 规则 的 分 
量 在 某 些 情况 下 是 混沌 的 而 不 是 真正 随机 的 。 当 我 最 近 拜 访 华 盛 
顿 大 学 音乐 系 的 D. Keefe( 基 夫 ) 时 ,我 才 惊 奇 地 知道 ,萨克斯 管 的 
标准 音调 不 是 混沌 的 。 但 是 , 当 吹 萨克斯 管 同 时 吹奏 出 两 种 不 同音 
高 时 所 产生 的 复合 音调 中 ,似乎 又 充满 了 混沌 。 

音乐 中 相当 多 不 同形 式 的 混沌 还 没有 被 发 现 。 在 作曲 过 程 中 
已 经 引进 了 这 些 混沌 。 除 非 一 支 乐曲 被 有 意识 地 作成 缺乏 结构 而 
外 ,都 可 能 有 着 早先 某 些 主旋律 的 再 现 。 这 些 主旋律 如 果 不 是 呆板 
地 重复 ,而 是 包含 一 些 预料 外 的 成 分 ,它们 通常 是 引人入胜 的 。 请 
听 Brahms( 亏 拉 姆 斯 ) 的 几乎 任何 一 支 主 要 作品 (例如 他 的 第 一 交 
响 乐 第 三 乐章 ), 你 能 听 到 他 在 说 着 什么 ,然后 他 又 第 二 次 用 一 种 
稍 有 不 同 的 声音 说 着 它 ,第 三 次 再 用 更 不 同一 点 的 声音 说 一 遍 。 

简单 方程 组 的 混沌 解 以 它们 常 有 的 近似 重复 但 却 不 是 完全 重 
复 而 著名 。 有 时候 要 重复 一 个 以 上 的 “主旋律 ”; 由 天 体力 学 方程 产 
生 的 图 36 就 是 证 明 。 早 期 的 作曲 家 需要 设计 变奏 曲 , 而 当今 的 某 
些 作曲 家 用 多 种 办 法 把 简单 方程 解 的 涨 落 化 为 音调 的 序列 。 类 似 
的 方法 已 经 用 到 视觉 艺术 中 去 了 。 

不 久 前 我 收 到 C. Lockett ( 洛 基 特 ) 寄 来 的 一 个 意外 的 但 却 是 
令 我 高 兴 的 包 庄 ,她 当时 是 俄勒冈 大 学 美术 班 的 学 生 。 包 囊 中 有 一- 
盘 她 制作 的 录像 带 。 播 放 时 可 以 看 到 在 黑暗 的 背景 上 有 3 条 垂直 
的 亮 线 ,不 久 它们 就 跳 起 舞 来 ,在 差不多 4 分钟 内 亮 线 沿 着 蝴蝶 吸 
引子 的 路 径 跳舞 ,时 而 会 合 , 时 而 分 离 ,她 十 分 恰当 地 称 它 为 风 中 
舞蹈 。 
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建造 你 自己 的 混沌 


在 我 最 初 邂 反 奇怪 吸引 子 以 后 的 几 年 中 ,我 对 混沌 的 兴趣 集 
中 在 它 对 天 气 预 报 的 影响 上 。 大 约 在 10 年 后 ,我 开始 被 邀请 去 谈 
吸引 子 的 问题 ,并 且 了 解 到 东道 主 们 所 做 的 -- 些 工作 ,这 时 我 的 兴 
趣 才 扩展 到 更 加 一 般 的 方面 .一 些 人 虽然 对 混沌 着 了 迷 , 但 仍然 认 
为 ,规则 性 是 常态 ,而 混沌 只 是 例外 , 至少 由 简单 方程 组 所 构成 的 
系统 是 如 此 。 我 的 感觉 则 与 此 不 同 ,我 很 想 驳 倒 这 种 想法 。 为 此 ， 
我 试图 构造 具有 非 周期 行为 的 其 它 简单 的 系统 。 我 的 运气 并 不 好 。 
RE 1980 年 ,在 一 篇 为 气象 界 说 明 吸引 子 重要 意义 的 文章 中 ,我 
才 发 现 选 择 一 个 可 以 简化 到 约 20 年 前 我 所 遇 到 的 那样 的 方程 组 
并 非 难事 。 

不 久 以 后 ,我 的 好 运 来 了 。 我 检验 了 一 个 又 一 个 方程 组 ,证 明 
了 它们 有 混沌 解 。 有 时 候 似乎 我 很 难 避 开 混沌 。 方 程 组 决 不 会 突 
然 改 变 它们 的 性 质 ,所 以 我 从 直觉 上 感到 我 一 定 是 已 经 改变 了 我 
的 寻找 混沌 的 方法 .后 来 混沌 逐渐 被 认为 是 普 斋 的 ,会 出 现在 各 种 
现象 中 ,如 经 济 周期 .音乐 声调 ,但 是 现在 是 另 -一 种 形式 的 普遍 性 。 
随手 写 出 的 方程 组 就 很 可 能 具有 混沌 行为 。 现 在 我 能 很 容易 地 写 
下 一 个 配方 ,按照 这 个 配方 你 能 够 建立 你 自己 的 混沌 。 

映射 比 流 更 容易 设计 ,为 了 避免 有 许多 点 跑 到 无 穷 远 ,想像 一 
个 有 界 区 域 ,例如 一 个 方形 。 在 一 个 方向 伸 长 这 个 方形 (例如 水 平 
伸 长 ) ,而 在 另 一 个 方向 压缩 这 个 方形 (例如 垂直 压缩 ) ,然后 弯曲 
它 并 嵌入 到 原来 的 方形 内 ,看 看 会 有 什么 结果 .于 是 原来 方形 中 的 
每 个 点 和 通过 伸 长 .压缩 弯曲 和 符合 后 的 点 之 间 建 立 了 一 个 映 
射 ,如 果 你 要 用 多 于 两 个 变量 来 做 (假设 是 在 计算 机 上 做 ) ,那么 就 
取 一 个 立方 体 或 一 个 多 维 盒子 ,并 且 在 使 它 作 其 它 变形 之 前 至 少 
在 一 个 方向 伸 长 并 在 另 一 个 方向 压缩 。 

也 可 以 不 去 将 方形 体 弯曲 ,而 是 把 经 过 压缩 和 伸 长 的 方形 分 
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不 连续 的 上 映射。 同样 ,你 可 以 略 去 或 减少 压缩 过 程 , 而 是 把 被 弯曲 
或 被 分 开 的 伸 长 方形 自 ;两 个 或 多 个 部 分 杠 入 到 原来 方形 的 同样 部 
分 上 。 然 后 你 就 可 以 得 到 一 个 不 可 北 的 映射 。 不 可 逆 映 射 是 一 种 
你 并 不 总 是 能 从 现在 的 状态 推出 过 去 的 状态 的 映射 ,当然 ,你 也 可 
以 把 压缩 过 程 和 弯曲 过 程 一 起 略 去 ,但 是 如 果 你 略 去 伸 长 过 程 , 那 
你 就 将 得 不 到 混沌 ,这 是 因为 相近 的 点 将 不 会 分 离开 来 。 
”产生 图 12 和 图 16 中 的 奇怪 吸引 子 的 映射 是 在 斜坡 模式 中 取 
y 作为 一 个 坐标 的 Poincaré 截面 而 得 到 的 , 它 是 一 个 不 连续 的 映 
射 , 因 为 它们 被 限制 在 一 个 基本 的 方形 区 域 中 。 当 一 个 滑板 或 雪 模 
移出 一 个 边 时 , 便 会 有 效 地 跳 到 相反 的 一 边 。 现 实 中 一 个 在 水 平面 
上 滑动 的 滑板 是 一 个 不 可 道 的 系统 ,因为 它 不 同 于 摩擦 阻尼 正比 
于 速度 的 数学 上 的 滑板 ,实际 中 的 滑板 并 不 是 慢 慢 地 并 一 直 慢 慢 
地 移动 , 它 采取 突然 停止 的 方式 ,如 果 我 们 在 滑板 仍 在 移动 时 来 观 
察 滑板 ,我 们 能 够 预测 滑板 将 在 什么 时 候 , 什 么 地 方 停止 ,因而 可 
以 预测 1 分钟 后 滑板 停 在 何 处 ,但 是 ,如 果 我 们 在 滑板 已 经 停止 以 
后 再 去 观察 ,那么 就 一 点 也 没有 办 法 说 滑板 是 何 时 停止 的 ,也 一 点 
没有 办 法 说 滑板 在 1 分 钟 前 在 什么 地 方 。 

为 了 构造 一 个 特殊 的 连续 可 逆 二 维 映射 ,我 们 取 一 个 方形 ,并 
且 从 一 边 到 另 一 边 绘制 两 条 曲线 , 见 图 49。 这 两 条 曲线 不 应 互相 
交 炙 ,也 不 应 穿 过 方形 的 顶 和 底 ,并 且 任 何 一 条 曲线 和 任何 垂 线 相 
交 只 有 一 次 。 

为 了 产生 一 个 点 序列 ,给 定 一 个 点 (例如 图 49 中 的 点 A) ,我 
们 作 连 续 映 射 。 首 先 , 将 方形 逆 时 针 旋 转 90"。 那么 点 A 就 映射 到 
点 a, 用 另 一 方法 当然 会 有 不 同 结果 ,你 可 以 顺 时 针 转 ,也 可 以 沿 
任 一 条 对 角 线 翻 转 。 第 二 ,在 方形 中 压缩 每 个 垂直 线 使 点 a 映射 到 
两 条 曲线 之 间 . 例 如 点 a 是 处 在 方形 底 到 顶 的 3/4 路 程 上 ,那么 映 
射出 的 点 B 和 点 a 在 同一 条 垂直 线 上 , 且 B 处 在 从 下 边 曲线 到 上 
边 曲线 的 3/4 路 程 上 。 这样 B 就 是 点 A 被 映射 的 点 。 重复 上 述 两 
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个 步骤 ,那么 就 产生 点 b 和 C, 点 c 和 DD 等 等 .请 注意 ,这 有 点 像 产 
生 图 41 的 马蹄 的 过 程 。 


ec 


图 49 在 方形 区 域 中 构造 混沌 映射 。 表 明 一 个 方形 以 及 限制 在 两 边 的 两 
条 曲线 ,方形 被 映射 到 两 曲线 间 的 区 域 。 点 a、.b.c 是 点 A、B.C 通 
过 方形 逆 时 针 旋 转 90" 而 来 ,点 BC.D 是 由 点 ab.c 通 过 垂直 压 
缩 而 来 ,它们 是 点 A 的 第 一 .第 二 、 第 三 个 图 像 


这 个 过 程 并 不 能 保证 产生 混沌 。 如 果 你 的 曲线 有 比较 陡 的 斜 
率 , 则 多 半 可 能 会 成 功 。 应 该 注意 , 伸 长 和 压缩 发 生 在 第 二 步 。 最 
初 是 水 平分 开 , 在 旋转 或 翻转 以 后 垂直 方向 才 分 开 的 这 些 点 将 相 
互 靠近 。 而 最 初 垂直 方向 分 开 点 将 相互 远离 。 如 果 远 离 的 运动 超 
过 靠近 的 运动 ,就 能 发 生 混沌 。 | 

除非 你 用 高 质量 的 绘图 装置 ,否则 你 可 能 错 放 了 一 个 点 , 紧 接 
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着 该 点 以 后 的 点 就 错 放 得 更 加 历 害 。 这 样 ,在 放 了 20 个 左右 的 点 
以 后 你 会 感到 非常 乏味 ,如 果 你 将 它们 与 下 一 个 同样 产生 的 20 个 
点 序列 相 比 较 ,就 足以 看 到 系统 对 初始 值 的 敏感 的 依赖 性 。 然 而 ， 
这 样 做 是 不 足以 产生 缺乏 周期 性 的 情形 ,也 完全 不 足以 揭示 奇怪 
吸引 子 的 奇异 性 , 那 是 需要 成 百 上 千 的 点 的 。 因 此 RTE JHH 
放弃 绘图 的 方式 而 改 用 计算 机 。 对 于 曲线 ,你 需要 用 到 以 一 边 的 距 
离 表 达 底 边 上 高度 的 公式 。 


图 50 ”图 49 的 方形 ,对 两 曲线 用 8 次 多 项 式 近 似 , 映 射 的 吸引 子 处 在 两 
曲线 之 间 
图 49 的 曲线 是 用 手绘 制 的 ,而 图 50 中 的 曲线 是 用 便于 计算 
机 运算 的 公式 近似 算得 的 ,显然 有 些 点 上 不 十 分 符合 。 RAR © 
被 选 作 初始 点 ,并 且 产 生 了 10100 个 点 序列 。 删 除 作为 可 能 代表 暂 


© 145° 


混沌 的 本 质 


瞬 状 态 的 头 100 个 点 ,把 剩 下 的 点 都 绘 在 图 上 ,就 可 以 清楚 地 看 到 
一 个 奇怪 吸引 子 , 它 必然 处 在 两 条 曲线 之 间 。 

如 果 你 偏爱 直线 ,那么 你 就 转 到 Smale 马蹄 的 形式 , 它 可 以 避 
免 点 的 映 象 跑 到 方形 以 外 的 问题 ,而 保持 所 有 了 映 象 都 在 方形 内 部 。 
让 图 51 中 的 虚 垂 线 将 方形 分 成 三 个 窗 长 条 ,而 图 中 实 线 又 把 一 部 
分 方形 分 成 三 个 梯形 。 垂 直 压 缩 左边 的 罕 条 ,然后 水 平 伸 长 它 , 且 
底部 要 比 顶 部 伸 长 得 多 些 , 所 以 它 正 好 嵌入 下 部 的 梯形 .同样 压缩 
中 部 的 罕 条 Wee 90* 再 垂直 伸展 它 就 嵌入 右边 梯形 。 将 压缩 
的 右边 罕 条 转 180" 则 峙 入 上 部 梯形 。 罕 条 宽度 和 梯形 宽度 可 以 随 
意 改 变 ,在 计算 机 上 你 需要 三 对 方程 来 进行 一 BER. 


图 51 方形 区 域 混沌 映射 的 构造 ,用 虚 垂 线 将 方形 分 成 三 部 分 ,这 三 部 分 
被 映射 成 三 个 梯形 
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此 时 ,仍然 不 能 保证 一 定 能 产生 混沌 ,我 最 初 几 次 试验 是 不 成 
功 的 。 诀 穿 似乎 是 使 右边 梯形 非常 窄 一 一 其 宽度 可 以 为 方形 宽度 
#4 1/10, 图 52 给 出 了 通过 一 次 成 功 试验 所 产生 的 奇怪 吸引 子 。 令 
人 有 些 惊 奇 的 是 , 短 的 暗色 条 纹 会 在 各 处 以 任意 倾角 出 现 。 
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图 52 图 51 的 映射 的 吸引 子 
我 不 能 给 你 用 计算 机 产生 最 有 趣 的 吸引 子 的 方法 ,但 是 你 现 
应 该 能 自己 做 了 。 无 疑 ,你 将 会 发 现 处 理 映射 比 处 理 流 更 容易 。 
通过 选择 不 可 道 映 射 , 你 能 产生 一 些 新 的 结果 。 图 53 是 我 喜欢 的 
AOT MPAA SE Rae RE See 
物 ， ,如 何 识 ! 别 ,请 参见 附录 2 的 第 一 
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图 53 飞行 物体 :二 维 不 可 逆 映 射 的 三 片 8 字 型 吸引 子 


随机 性 是 混 汪 吗 ? 


我 们 可 以 看 作 具 有 混沌 行为 的 现象 已 经 如 此 之 多 ,以 致 于 很 
难 编 成 一 个 综合 目录 。 我 仅仅 对 它们 进行 抽样 取 例 。 虽 然 混沌 现 
象 仍 在 不 断 发 展 , 但 基本 上 有 了 以 下 两 类 情况 。 我 们 可 以 相信 ，, 某 些 
现象 是 由 确定 性 规律 控制 的 ,并 且 以 规则 的 方式 产生 响应 ,仅仅 发 
现在 革 些 点 上 它们 的 行为 比 我 们 佑 计 的 要 不 规则 一 些 。 在 


Poincaré 的 发 现 之 前 被 认为 是 相当 规 唱 用 于 大 体 运 动 就 是 一 个 
经 典 的 例子 . 另 … 方 面 , 我 们 也 可 能 相合， 十 一 部 现象 的 不 规则 行 


为 ,但 是 ,我 们 可 能 认为 这 些 行为 是 由 某 些 固有 的 随机 性 造成 的 ， 
只 是 在 后 来 才 发 现 这 种 现象 服从 规则 的 定律 。 有 些 人 可 能 会 把 破 
碎 的 海浪 归于 这 种 类 型 。 这 里 ,我 采用 了 更 不 严格 的 混沌 概念 , 它 
包含 一 些 真正 随机 性 的 过 程 ,但 在 去 除 随机 性 以 后 ,这 个 过 程 仍然 
具有 混沌 的 行为 。 
我 现在 要 论述 的 问题 是 ,是 否 混沌 如 此 普遍 存在 ,以 致 所 有 的 
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或 大 部 分 的 仍然 被 看 成 随机 行为 的 过 程 都 应 该 当 作 混沌 行为 来 对 
待 。 实 质 上 ,这 正 是 Poincare 在 他 的 有 关 随 机 的 论文 中 所 提出 的 
问题 .也 许 已 不 必 在 他 所 说 的 话 上 再 补充 什么 ,但 是 混沌 现象 是 如 
此 丰富 ,值得 根据 我 们 的 理解 去 重新 回顾 一 下 这 个 问题 。 

在 进行 讨论 之 前 ,我 们 需要 考虑 人 类 或 其 它 生物 的 自由 意志 
问题 。 我 们 大 多 数 人 大 概 相信 我 们 对 给 定 的 环境 的 响应 方式 不 是 
预先 决定 的 ,我 们 能 自由 选择 。 为 了 论证 起 见 ,我 们 假设 这 种 观点 
是 正确 的 ,因此 我 们 的 行为 在 广义 上 是 一 种 随机 形式 , 即 会 有 多 种 
可 能 。 

除了 由 理智 的 行为 所 产生 的 不 规则 性 以 外 ,其 它 所 有 不 规则 
.性 都 是 混沌 而 不 是 随机 吗 ? 一 个 简单 的 例子 说 明 这 是 可 能 的 。 假 
如 我 们 停 下 来 去 观赏 有 金色 明亮 色彩 叶子 的 一 棵 枫 树 。 每 次 偶尔 
看 见 一 片 树叶 不 规则 地 从 树枝 球 到 地 下 ,我们 所 看 到 的 是 混沌 还 
是 随机 呢 ? 

非常 可 能 一 阵风 首先 将 树叶 从 树 上 刊 下 来 。 树 枝 也 可 以 被 网 
动 , 所 以 当时 子 开始 下 落 时 , 风 将 决定 这 根 树枝 的 位 置 。 即 使 有 其 
它 原因 使 树叶 离开 树枝 ,但 是 在 其 王 落 到 达 地 面 的 过 程 中 风 也 要 
按照 空气 动力 学 定律 来 控制 它 。 

树叶 下 落 时 的 15 秒 左 右 所 吹 过 的 风 是 全 球 天 气 系统 的 一 部 
分 ,即使 是 非常 小 的 部 分 。 如 果 我 们 承认 天 气 是 混沌 的 一 个 例子 ， 
那么 我 们 就 不 得 不 说 风 是 混沌 的 ,因而 树叶 下 落 也 是 混沌 的 。 在 叶 
子 下 落 前 不 久 ,或 许 仅仅 前 1 分 钟 ,或 许 是 1 天 或 许多 天 ,假设 有 
某 一 人 类 活动 ( 它 肯 定 会 比 蝴蝶 活动 更 强 有 力 ) 改 变 了 随后 的 天 气 
趋势 ,其 中 自然 也 改变 了 吹 动 树叶 的 风 。 然 而 ,我 们 已 经 承认 ,只 要 
在 没有 我 们 干扰 下 天 气 仍 具有 不 规则 行为 , 那 我 们 看 到 的 就 是 混 
沌 .请 注意 ,我们 过 去 的 活动 ,由 于 改变 了 风 , 因 而 会 改变 叶子 下 落 
的 路 径 , 但 是 也 会 使 它 改变 到 另 一 我 们 事先 预测 得 很 好 的 路 径 。 我 
想 ,其 它 许多 不 是 主要 依赖 于 生命 活动 的 摇 似 随机 的 现象 也 能 够 
用 类 似 的 方法 分 析 。 
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当然 ,我 们 还 没有 考虑 很 大 一 类 随机 现象 一 一 发 生 在 亚 原子 
尺度 并 受 量子 力学 定律 所 控制 的 随机 现象 ,这 里 有 一 个 基本 前 提 ， 
即 事 件 是 在 随机 间隔 的 、 离 散 的 时 刻 发 生 的 。 因 为 所 有 物质 最 终 痢 
可 以 分 成 亚 原子 粒子 ,那么 是 否 意 味 着 所 有 物质 都 有 随机 行为 呢 ? 
确定 论 仪 仅 是 一 种 抽象 吗 ? 

或 许 如 此 ,但 是 如 果 我 们 还 是 采取 不 太 严 格 的 解释 ,那么 就 仍 
然 是 混沌 .我 推测 ,如 果 量 子 事件 在 规则 的 、 可 预测 的 瞬间 发 生 , 或 
者 在 由 混沌 确定 的 瞬间 发 生 , 而 不 是 随机 发 生 的 话 , 那 么 摆动 的 单 
摆 .滚动 的 石头 .破碎 的 波浪 和 其 它 许多 宏观 现象 的 普通 行为 将 不 
会 有 引 人 注 目的 变化 。 

让 我 们 转 到 另 一 种 可 能 性 , 即 :宇宙 将 来 的 演化 (包括 其 中 的 
生命 活动 ) 早 已 决定 了 ,我 们 表面 上 的 目 由 意志 或 许 只 是 一 种 错 
党 。 持 这 种 想法 的 人 使 我 们 感到 惊奇 ,但 几 个 世纪 以 来 许多 哲学 家 
都 提出 过 这 种 思想 。 可 能 人 们 最 经 常 地 把 这 想法 与 法 国 数学 家 
P. S. de Laplace( 拉 普 拉 斯 ) 联 系 在 一 起 ,他 比 Poincaré 早 一 个 世 
纪 。 

我 已 经 遇 到 这 样 一 种 想法 , 即 : 如 果 事 情 是 完全 决定 论 的 话 ， 
那么 我 们 就 应 该 改变 我 们 对 我 们 同胞 的 看 法 ,例如 我 们 就 不 应 该 
处 罚 凶 杀 犯 或 其 他 和 犯罪 的 人 ,这 是 因 这 些 人 要 犯罪 是 早已 决定 的 ， 
他 们 对 此 无 能 为 力 。 这 种 想法 并 未 能 掌握 决定 论 的 全 部 含义 。 如 
果 某 人 犯 凶杀 罪 是 早已 注定 的 , 那 末 根 据 同 样 理由 ,我 们 是 否 要 处 
罚 他 也 是 早已 注定 的 ,我 们 对 此 也 同样 无 能 为 力 。 实 质 上 ,我 们 一 
些 人 不 相信 事先 决定 论 ,而 认为 我 们 能 有 所 为 这 一 点 也 是 注定 了 
的 。 

究竟 我 们 应 该 选择 相信 每 件 事 都 是 早已 注定 了 的 还 是 相信 我 
们 可 自由 决定 呢 ? 我 相信 ,如 果 我 们 能 像 数 学 家 那样 ,在 企图 达到 
结论 前 要 引入 一 定 的 前 提 ,就 能 得 到 适当 的 答案 .我 们 的 前 提 是 我 
们 应 该 相信 和 真理 ,即使 它 会 伤害 我 们 ; 而 不 是 相信 廖 误 ,即使 它 使 
我 们 高 兴 。 
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所 以 我 们 必须 完全 相信 自由 意志 。 如 有 果 目 由 意志 是 一 个 现实 
存在 ,那么 我 们 就 会 作出 正确 的 选择 。 如 有 果 它 不 是 现实 存在 ,我 们 
也 不 会 作出 不 正确 的 选择 ,因为 我 们 根本 不 能 作 任何 选择 ,因为 我 
们 连 这 样 做 的 自由 意志 也 没有 。 
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非 线性 


大 约 在 混沌 研究 已 经 相当 普遍 的 时 候 , 原 先 已 按 三 个 不 同方 
向 分 刊 的 期 刊 Physica 又 建立 了 第 四 个 分 刊 Physica 万 ,该 分 刊 专 
门 讨论 非 线 性 现象 。 在 这 一 分 刊 出 现 前 几 年 已 创立 男 一 种 期 刊 ， 
《 非 线性 分 析 :理论 .方法 和 应 用 》。 几 年 以 后 期 刊 4 非 线性 ?第 一 卷 
第 一 期 间 世 。 这 些 期 刊 的 投稿 者 代表 了 许多 学 科 领 域 ,并 来 自 许 多 
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第 五 章 其 它 混沌 
科学 人 研究 所 ,包括 洛斯 阿拉 英 斯 国家 实验 室 的 非 线 性 研究 中 心 、 得 
克 萨 斯 大 学 的 非 线 性 动力 学 中 心 和 加 利 福 利 亚 大 学 的 非 线 性 科学 
研究 所 。 他 们 的 稿件 涉及 到 哪些 内 容 呢 ?许多 情况 下 就 是 混沌 。 

“ 非 线 性 ”和 “混沌 ”是 同义词 吗 ? 根本 不 是 。 首 先 不 同 在 于 前 
者 有 单一 的 意义 。 一 个 线性 过 程 是 这 样 一 种 过 程 ,如 果 初 始 时 刻 任 
何 变 量 的 一 点 变化 会 会 使 得 在 以 后 的 时 间 内 这 个 变量 或 其 它 变量 也 
产生 一 点 变化 ; 则 在 同样 初始 时 刻 2 倍 大 的 变化 就 会 使 得 在 以 后 
的 同样 时 间 内 也 产生 2 倍 大 的 变化 。 你 可 以 用 “-- 半 ”或 “5 倍 ?或 
“100 倍 " 来 代替 “2 倍 ”, 上 述 描述 仍然 成 立 。 因 此 ,如 果 在 图 上 对 应 
MA eee 出 任何 变量 以 后 的 值 时 ,那么 这 些 点 将 处 在 一 条 直线 

。“ 线 性 ”这 个 术语 因此 而 来 。 一 个 非 线性 过 程 简单 地 就 是 一 个 
不 完全 的 线性 的 各 

或 诗 , 最 多 悉 的 真正 线性 过 程 是 我 们 自己 已 经 建立 起 的 那些 
过 程 ,一 个 简单 的 例子 是 买 食品 或 其 它 物品 ,假如 买 大 量 物品 时 并 
无 减 价 可 言 的 话 . 如 果 我 们 买 一 打 鸡 蛋 花 了 1 美元 ,那么 另外 的 人 
头 2 打 同 样 大 小 质量 的 鸡蛋 就 要 花 2 美元 。 

正 像 实际 的 物理 系统 很 少 是 具有 真正 严格 的 确定 性 行为 一 
FE ,也 几乎 没有 严格 的 线性 系统 。 线 性 过 程 的 重要 性 可 归结 以 下 两 
各。 第 一 ,许多 实际 的 现象 在 所 限制 的 时 间 内 和 限制 的 变量 范围 内 
近似 可 看 成 是 线性 的 ,所 以 通常 的 线性 数学 模式 能 够 模拟 它们 的 
行为 。 一 个 摆动 角度 很 小 的 单 摆 可 近似 看 作 是 线性 系统 。 第 二 , 线 
性 方程 可 以 用 许多 方法 处 理 , 而 这 些 方法 对 于 非 线性 方程 却 是 无 
能 为 力 的 。 

不 用 借助 于 很 多 数学 分 析 就 容易 看 到 ,滑雪 斜坡 模式 是 非 线 
性 的 。 设 滑板 开始 静止 在 雪 丘 正 东 1 米 的 点 上 。 它 开始 要 沿 最 陡 
的 方 回 下 滑 , 所 以 大 体 上 要 滑 向 东南 。 设 第 二 个 滑板 处 在 同一 雪 丘 
的 东 面 5 米 处 , 它 的 行为 正 像 第 一 个 滑板 一 样 , 因 为 它 要 滑 向 下 一 
个 要 丘 的 东 面 1 米 。 

如 采 系 统 是 线性 的 话 ,那么 第 三 个 滑板 在 前 两 个 滑板 的 中 间 
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开始 的 话 , 它 就 要 保持 在 前 两 个 滑板 中 间 并 也 滑 向 东南 。 但 是 ,由 
于 它 是 在 第 二 个 雪 丘 以 西 的 1 米 处 开始 的 ,所 以 它 实际 上 多 多 少 
少 要 滑 向 西南 方 问 。 

同样 理由 表明 ,任何 混沌 系统 必然 是 非 线 性 的 ， 假如 系统 的 每 
一 变量 都 限制 在 某 个 范围 内 的 话 。 凤 凰 城 的 温度 就 是 这 样 一 种 变 
量 ,不 管 居民 用 什么 方法 去 测量 , 它 总 不 可 能 接近 于 水 的 沸点 温 
度 , 也 不 能 低 到 在 阿拉 斯 加 中 部 所 常 遇 到 的 低温 .如果 全 球 天 气 形 
势 实 际 上 对 蝴蝶 怒 膀 拍打 非常 敏感 的 话 ,那么 终 会 有 这 样 一 个 时 
刻 凤凰 城 的 温度 比 没有 蝴蝶 时 将 要 高 出 10 度 ; 如 果 天 气 系统 是 线 
性 的 , 那 末 100 倍 大 的 扰动 (这 可 以 很 容易 地 由 海鸥 翅膀 的 拍打 产 
生 ) 就 要 使 凤 愿 城 的 温度 高 出 1000 度 , 这 显然 是 不 可 能 的 ,即使 天 
气 对 于 晃 蝶 不 敏感 的 话 , 这 个 论证 仍然 成 立 ; 一 个 混沌 系统 是 这 样 
一 个 系统 ,在 该 系统 内 目前 状态 的 很 小 差异 将 导致 以 后 某 一 时 刻 
所 能 出 现 的 最 大 差异 。 如 果 这 种 系统 不 是 非 线 性 的 话 , 一 个 适当 形 
式 的 中 等 大 小 的 差异 ,将 会 导致 以 后 的 差异 过 大 以 致 不 能 出 现 。 

虽然 混沌 要 求 非 线 性 ,但 非 线 性 并 不 保证 有 混沌 ,一 个 简单 的 

例子 就 可 作为 充分 的 证 据 。 大 家 已 熟悉 的 滑雪 和 斜坡 就 是 这 样 一 个 

例子 。 设 此 例 中 雪 丘 高 出 相 邻 洼地 高 度 减 小 到 50 厘米 。 此 时 我 们 
看 到 滑板 向 前 或 向 后 摆动 一 个 短 时 间 后 将 一 直 连 续 滑 向 东南 方 ， 
或 者 以 一 种 规则 周期 的 方式 一 直 滑 向 西南 方 。 在 这 状态 中 只 要 有 
一 个 轻微 的 扰动 就 将 产生 新 的 路 径 ， PATA A SRP BUR OR HI p 
径 上 来 。 

似乎 并 不 特别 惊奇 的 是 , 当 某 个 起 扰动 作用 的 影响 的 强度 超 
过 一 个 临界 水 平时 ,系统 的 状态 能 发 生 质 的 变化 。 然 而 , 当 我 们 详 
细 考 查分 岔 时 我 们 看 到 ,混沌 在 雪 丘 高 度 为 43 厘米 时 又 会 出 现 ， 
而 雪 丘 高 度 在 40 厘米 时 混沌 又 消失 。 当 我 们 进入 非 线性 王国 时 ， 
这 类 行为 倒是 一 个 令 我 们 惊奇 的 例子 。 
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复杂 性 


在 下 面 我 们 将 看 到 的 三 张 图 ,两 张 是 由 计算 机 产生 的 ,一 张 是 
照片 。 你 认为 哪 一 张 图 是 最 复杂 的 呢 ? 

如 果 你 和 一 位 朋友 对 比 答案 并 发 现 不 一 致 的 话 , 这 也 无 关 紧 
要 。“ 复 林 性 ” 正 像 “混沌 ”一 样 有 许多 定义 。 

从 “复杂 性 ” 即 是 “由 许多 部 分 所 组 成 ”这 种 非 专 业 的 意义 上 来 
说 ,很 难 有 什么 东西 会 比 图 54 给 出 的 那个 系统 更 为 复杂 的 了 ,而 
图 54 仅仅 给 出 了 这 一 系统 的 很 小 一 部 分 。 这 个 迷人 的 系统 即 是 
Mandelbrot《 曼 德尔 波 罗 特 ) 集 。 在 图 上 用 了 足够 的 周围 的 点 使 其 
可 辨 。 增 加 更 多 的 周围 的 点 ,可 以 得 到 许多 的 美丽 的 图 像 , 表 现 出 
错综复杂 的 交错 波纹 、 星 条 、 宝 石和 海马 。 

Mandelbrot 集 是 一 个 相当 简单 的 数学 概念 。 为 了 绘制 它 的 一 
张 图 ,我 们 设 平面 上 一 个 位 置 为 “原点 ”, 并 选择 另 一 个 位 置 为 “ 关 
键 点 ”然后 让 一 个 点 从 原点 开始 , 它 按照 一 定 的 规则 在 平面 上 “ 跳 
跃 ”。 该 规则 规定 了 该 点 借助 于 关键 点 将 要 跳跃 到 特定 的 位 置 , 和 
该 点 已 经 跳 开 的 位 置 。 在 附录 2 的 Logistic 方程 的 讨论 中 有 这 个 
规则 。 偶 然 情况 下 也 许 第 一 次 该 点 就 跳 到 关键 点 。 如 果 该 点 逗留 
在 围绕 原点 所 限制 的 区 域 中 间 ,那么 这 关键 点 就 处 在 Mandelbrot 
集 上 ,我 们 就 将 它 绘 下 。 然 后 我 们 对 于 大 量 的 关键 点 集合 中 的 每 个 
点 重复 这 个 过 程 ,而 不 改变 原点 或 规则 。 

我 们 可 以 想像 其 关键 点 刚刚 在 Mandelbrot 集 以 外 的 一 个 点 ， 
它 跳 既 的 方式 至 少 在 暂时 一 段 时 间 很 像 刚 刚 在 Mandelbrot 集 内 
的 邻近 关键 点 的 点 。 情 况 确 实 是 这 样 的 ;其 关键 点 刚刚 在 
Mandelbrot 集 外 的 点 要 经 过 多 次 跳跃 才 离 开 限 制 的 区 域 . 为 了 构 
造 这 张 图 ,我 取 了 200 万 个 关键 点 ,它们 是 从 该 图 覆盖 的 区 域 中 随 
机 选择 的 。 而 且 我 总 共 绘制 了 83423 个 关键 点 ,它们 的 有 关 跳 跃 点 
在 经 过 68 次 跳跃 之 后 尚未 离 去 。 
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图 54 Mandelbrot 集 的 一 小 部 分 ,有 足够 的 周围 点 使 其 可 见 水 平 范围 从 
— 0. 664 到 一 0. 634, Æ Á w Hl M — 0. 498 到 一 0. 468 


还 有 什么 比 Mandelbrot 集 还 要 复杂 的 呢 ? 可 能 是 整个 全 球 天 


气 , 也 可 能 是 人 体 的 解剖 结构 


正 像 有 的 研究 中 心 致力 于 研究 非 线 性 一 样 , 在 伊利 诡 伊 大 学 
也 有 复杂 系统 分 析 中 心 , 在 华盛顿 的 海军 研究 实验 室 有 复杂 系统 
理论 研究 部 门 。 正 像 有 的 期 刊 专门 讨论 非 线性 一 样 , 自 1978 年 起 
就 有 《复杂 系统 ) 杂 志 , 正 像 研究 非 线 性 常常 要 讨论 混沌 一 样 ,研究 
复杂 性 也 常常 讨论 混沌 实质 上 ,复杂 性 常常 用 来 指示 对 初始 状态 
的 敏感 的 依赖 性 以 及 与 这 种 敏感 的 依赖 性 相 联系 的 每 一 件 事 。 

按照 这 个 定义 ,图 55 就 是 最 复杂 的 。 它 是 由 京都 大 学 
Yoshisuke Ueda( 上 田 皖 亮 ) 所 发 现 的 奇怪 吸引 子 族 中 的 一 个 。 像 


图 32 的 Cartwright-Littlewood 吸引 子 一 样 , 它 是 周期 强迫 耗 散 
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图 55 日 本 吸引 子 的 一 种 型 式 


系统 吸引 子 的 一 个 Poincaré 截面 (这 里 则 是 所 谓 的 Duffing 振 
子 ), 但 是 这 里 看 不 到 相似 的 东西 .上 田 皖 亮 早 在 1961 年 就 已 经 发 
现 了 奇怪 行为 的 证 据 , 但 是 更 高 分 辨 的 图 像 必 须 等 待 高 性 能 的 计 
算 机 .最 近 , 他 生动 地 描述 了 在 使 自己 的 想法 得 到 认可 时 所 遇 到 的 
困难 ,在 一 篇 总 结 性 的 文章 中 ,D. Ruelle( 吕 埃 勒 ) 把 上 田 皖 亮 的 原 
来 的 吸引 子 描述 为 迄今 所 产生 的 在 美学 上 最 令 人 欣喜 的 奇怪 吸引 
子 ( 图 55 是 比较 奇异 的 ) ,并 把 它 称 为 一 个 日 本 吸引 子 , 但 是 ,最 近 
去 京都 访问 上 田 皖 亮 的 实验 室 时 ,我 才 知 道 , 这 个 吸引 子 已 经 被 称 
为 日本 的 吸引 了 
相反 ,在 混沌 行为 的 意义 上 ,Mandelbrot 集 并 不 是 复杂 性 的 
一 个 结果 .许多 关键 点 在 Mandelbrot 集 上 的 跳跃 点 跳跃 时 并 没有 
表现 出 对 初始 状态 的 敏感 的 依赖 性 , 而且 它们 宁愿 围绕 着 周期 序 
列 跳跃 。 只 有 关键 点 在 Mandelbrot 集 边 界 上 的 那些 点 是 例外 。 
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复杂 性 常常 用 在 另 一 种 意义 上 .去 表征 我 们 在 描述 或 构造 一 个 
系统 时 所 必需 遵循 的 一 组 指令 的 长 度 。 按 照 这 个 量度 ,图 56 是 最 
复杂 的 。 它 看 起 来 多 少 有 点 像 一 个 奇怪 吸引 子 的 部 分 一 一 暗 的 弯 
曲线 被 宽 的 亮 的 空间 隔 开 ,而且 某 些 明显 的 曲线 仔细 看 起 来 像 是 
成 对 的 曲线 。 然 而 ,实际 上 我 们 看 到 的 是 1977 年 一 个 早晨 覆盖 在 
麻 省 以 东 的 冰 封 的 萨 得 伯 里 河 雪 堆 上 的 风 纹 理 。 

图 54 和 图 55 完全 能 够 按照 短 的 指令 或 短 的 计算 机 程序 重新 
建造 ,但 是 风 纹理 却 不 能 依据 任何 已 知 的 简单 的 数学 公式 来 重新 
建造 .为 了 重新 从 数值 上 建造 雪 堆 上 的 风 纹理 ,我 们 必须 在 每 个 纹 
理 上 指定 许多 点 的 位 置 ,再 通过 插值 法 将 每 个 纹理 的 其 它 点 填 满 。 
如 果 我 们 要 到 一 个 岩礁 上 去 看 纹理 ,我 们 可 能 会 想到 要 让 这 些 指 
令 确定 其 精确 的 经 度 和 纬度 好 带 着 照相 机 去 。 但 是 雪 堆 上 的 纹理 
很 快 就 消失 了 , 当 我 妻子 和 我 几 天 以 后 沿 着 河 再 次 滑雪 时 ,那些 特 
吻 的 纹理 已 经 无 处 可 寻 了 。 


分 形 性 


有 些 量 仅仅 能 够 以 整数 形式 度量 ,好 比 说 一 个 家 庭 中 孩子 的 
数目 (即使 一 个 盼望 生 第 三 个 孩子 的 母亲 可 能 说 她 已 有 两 个 及 肚 
子 里 的 半 个 孩子 ) ,棒球 比赛 中 的 得 分 数 ,一 个 单词 中 的 字母 数 ,多 
数 人 还 会 把 物体 或 图 形 的 维 数 也 包括 在 内 。 一 个 三 维 的 球 能 够 有 
一 个 二 维 的 影子 ,并 带 有 一 维 的 外 形 轮廓 。 然 而 ,大 约 在 19 世纪 
未 ,数学 家 显然 发 现 某 些 点 集 有 分 数 的 维 数 当 然 ,实际 发 生 的 是 ， 
一 些 开拓 者 研究 了 某 些 被 大 多 数 人 认为 是 古怪 的 结构 ,他 们 发 现 
这 些 古怪 的 结构 缺少 与 简单 的 一 维 、 二 维 或 三 维 几 何 物体 相关 联 
的 一 般 性 质 。 因 此 他 们 以 这 种 方式 重新 定义 了 维 数 :曲线 .表面 和 
立方 体 保留 一 维 ,二 维和 三 维 ,而 古怪 结构 具有 精细 的 维 数值 。 在 
许多 情况 下 这 些 值 原来 是 分 数 ,以 后 又 引入 了 似乎 合 于 逻辑 的 其 
它 定义 ,这 些 不 同 的 定义 并 不 经 党 一致 
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一 个 常常 引用 的 定义 是 1919 年 由 德国 数学 家 下 ，Hausdorfi 
(党 斯 多 夫 ) 引 入 的 .有 一 个 修改 的 定义 我 发 现 比较 容易 理解 ,这 个 . 
定义 对 于 许多 点 集 等 于 Hausdorff 维 数 , 而 对 于 其 它 点 集 则 大 于 

iausdorff 维 数 ,这 个 定义 就 是 由 苏联 数学 家 A. Kolmogorov ( 科 

尔 莫 戈 罗 夫 ) 引 入 的 容量 维 . 我 将 用 它 作为 分 数 维 的 定义 。 当 点 集 
处 在 平面 上 并 限制 在 边 长 为 1 米 的 方形 内 时 ,那么 阐述 这 个 点 集 
的 容量 维 是 最 容易 的 。 

我 们 将 方形 分 成 4 个 小 方形 ,小 方形 每 边 为 1/2 米 。 然 后 又 将 
每 个 小 方形 分 成 边 长 为 1/4 米 的 4 个 小 方形 等 等 ,在 每 一 步 ,我 们 
记 下 覆盖 该 点 集 所 有 点 所 需要 的 新 的 方块 的 数目 。 我 们 的 兴趣 是 
从 第 一 步 到 下 面 许多 步 , 这 些 覆 盖 的 小 方块 数目 是 如 何 增加 的 。 

如 果 和 需要 估计 其 维 数 的 点 集 是 方形 的 整个 内 部 或 一 个 或 多 个 
填 满 的 区 域 ,那么 所 覆盖 的 小 方块 的 数目 每 一 步 都 是 前 一 步 的 4 
倍 , 即 以 因子 2° 增加。 如 果 这 个 点 集 是 一 曲线 或 有 限 长 度 的 有 限 
数目 曲线 ,那么 覆盖 它 的 小 方块 数目 则 以 2 倍增 加 ,因为 大 多 数 新 
的 小 方块 将 处 在 曲线 之 间 , 即 通过 因子 2: 增加 。 最 后 ,如 果 这 个 点 
集 是 一 个 点 或 有 限 点 集 , 那 么 覆盖 的 小 方块 数 最 终 会 停止 增长 , 即 
以 因子 2 增加 。 在 上 述 每 种 情况 下 ,因子 2( 这 里 2 是 每 一 步 小 方 
块 边 长 缩减 的 比例 ) 的 指数 就 是 这 个 集合 的 维 数 。 

我 们 现在 要 问 ,是 否 有 这 样 的 集合 ,覆盖 它 的 小 方块 数目 最 终 
以 2 关 因 子 增长 ,而 4 不 是 一 个 整数 .如果 有 ,这 集合 的 维 数 就 是 4 ， 
它 是 分 数 。 

建立 那 种 集合 并 不 困难 。 例 如 ,从 一 个 单一 的 方块 开始 ,然后 
连续 分 每 个 小 方块 成 4 个 小 方块 。 并 且 每 一 次 都 把 小 方块 的 右上 
角 的 那 一 半 去 掉 。 第 一 步 产 生 一 个 胖 “L” 形 ,第 二 步 产 生 一 个 楼 
梯 , 带 有 四 步 阶梯 和 一 个 三 角形 洞 , 最 终 的 结果 见 图 57, 它 是 一 个 
组 成 谋 套 的 等 腰 直 角 三 角形 的 线段 集合 。 为 了 用 方形 覆盖 这 些 线 
段 ,我 们 在 每 一 步 要 用 3 倍 的 方块 数 。 由 此 得 出 ,如果 < 是 维 数 , 由 
2°=3, FTL] d=1. 586, 

- 160° 


第 五 章 ”其它 混沌 


x 


WN 


图 $57 -个 分 数 维 三 角形 , 它 是 由 一 个 方形 分 成 四 个 小 方形 并 大 掉 右 上 
角 而 产生 的 ,然后 将 剩 下 的 每 一 块 再 分 成 更 小 的 块 并 去 掉 各 自 的 
右上 和 角 , 无 限 地 重复 这 一 过 程 


如 果 说 将 近 一 个 世纪 前 的 数学 家 就 在 处 理 分 数 维 的 话 , 对 于 
B. Mandelbrot ($ RRE DFP E 20 世纪 中 叶 识 别 带 有 分 数 维 的 
集合 就 不 会 感到 奇怪 了 。 而 且 在 自然 界 或 日 常生 活 中 有 许多 这 样 
的 系统 ,人 至少 这 些 系 统 的 简单 的 数学 模型 具有 分 数 维 。 这 样 的 系统 
包括 带 有 树干 树叶、 树枝 和 小 枝 的 树 , 以 及 带 有 四 凸 不 平 的 山 。 事 
实 上 ,在 他 早期 最 著名 的 一 篇 题 为 英国 的 海岸 线 有 多 长 ?的 论文 
中 ,Mandelbrot 就 指出 了 如 有 果 我 们 测量 的 是 连续 放大 的 地 余 上 的 
海岸 长 度 ,那么 就 能 愈 来 愈 分 辨 出 小 的 弯曲 ,海岸线 的 长 度 就 愈 来 
愈 长 ,这 就 相当 于 用 愈 来 愈 小 的 方块 去 覆盖 海岸 线 , 可 以 推断 海岸 
线 的 维 数 在 1.0 和 2. 0 之 间 ,Mandelbrot 假设 是 1. 25. 
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Mandelbrot 创造 了 新 的 术语 分 形 fractal) 来 描述 带 有 分 数 维 
WAR. 英国 海岸 线 和 图 57 的 三 角形 的 结构 是 分 形 的 。 和 其 它 许 
多 创新 的 词 不 同 ,这 个 词 立刻 被 广泛 地 使 用 ,而 且 不 像 “ 混 沌 "和 
“复杂 性 ”, 它 似乎 有 一 个 基本 的 含义 。 

Mandelbrot 在 他 的 文章 中 反复 讨论 的 许多 分 形 分 析 的 一 个 
性 质 是 育 相似 性 :在 许多 分 形 系统 中 , 几 个 适当 选择 的 片段 ,经 适 
当 的 放大 以 后 ,每 一 个 都 和 整个 系统 相同 。 当 然 ,这 就 意味 着 每 个 
片段 的 几 个 子 片段 ,经 过 放大 以 后 就 等 价 与 原 片段 ,因而 也 等 价 于 
整个 系统 .在 图 57 中 的 每 一 个 小 三 角形 在 结构 上 都 清楚 地 等 同 于 
大 三 角形 。 其 它 分 形 仅仅 是 统计 上 的 自 相似 。 一 小 片段 放大 以 后 
将 和 整个 系统 不 重合 ,但 是 它们 将 有 同一 类 型 的 样子 .这 种 统计 上 
自 相似 的 类 型 出 现在 图 58 中 , 它 是 按 图 57 的 方法 构造 的 ,只 不 过 
不 是 去 掉 右 上 角 ,而 是 去 掉 了 每 一 方块 随机 选择 的 一 个 角 。 

通过 用 自 相似 的 概念 ,你 可 以 构造 你 自己 的 分 形 树 。 如 果 你 有 
一 各 绘 图 仪 或 认为 绘 草图 就 够 了 ,那么 就 根本 不 用 计算 机 。 从 一 个 
垂直 线段 开始 ,这 是 树干 。 从 树干 顶端 绘制 一 线段 水 平 延 伸 到 两 
边 ,每 边 长 为 树干 的 6/10, 这 是 两 革 , 从 每 一 璧 的 末端 , 向 上 向 
下 绘制 一 条 垂直 线段 ,向 上 或 向 下 的 每 一 段 长 是 臂 长 的 6/10。 按 
这 种 方法 继续 绘 下 去 ,水 平和 垂直 线段 交替 进行 ,直到 线 的 宽度 接 
近 铅 笔头 的 宽度 为 止 。 我 们 就 得 到 图 59 那 种 形状 的 树 。 如 果 你 能 
够 完成 这 个 过 程 到 无 穷 多 步 , 那 么 这 树 的 分 形 维 数 是 1. 356。 也 就 
是 说 ,树枝 最 终 收敛 的 点 一 一 树叶 ,也 形成 一 个 维 数 为 1. 356 的 分 
É. 

PAVE Z WAS — ERE 6/10, 如 果 你 将 这 个 比例 减 
为 1/2 以 下 ,那么 树叶 将 是 维 数 小 于 1. 0 的 分 形 , 即 使 这 个 树 看 起 
来 还 是 非常 像 图 59 的 树 。 “如果 你 增加 这 个 比例 到 0.707, 即 
V172, 那 么 上 述 维 数 将 达到 2. 0, 并 且 这 树 或 仅仅 是 树叶 都 能 充 
满 这 一 矩形 。 绘 在 平面 上 的 图 不 可 能 有 维 数 大 于 2. 0 的 情况 ,如 果 
你 将 这 个 比例 增加 到 大 于 0. 707, 那 么 较 多 短 的 树枝 将 无 穷 多 次 
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图 58” 像 图 57 那样 形成 的 分 形 ,不同 的 是 在 每 个 剩 下 的 方形 内 去 除 的 角 
是 随机 选择 的 | 


地 简单 地 落 在 较 长 树枝 的 顶部 。 

如 果 这 个 比例 正好 是 1/2, 那 么 会 有 什么 结果 呢 ? 结果 是 树 校 
维 数 刚 好 为 1. 0, 但 是 这 树 看 起 来 仍然 像 图 59。 在 分 形 家 族 中 似乎 
理应 包含 这 种 集合 ,即使 它们 的 维 数 刚 好 是 整数 。 

你 可 能 会 反对 ,这 个 图 看 起 来 更 像 一 个 超 负荷 的 电线 杆 ,而 不 
大 像 树 。 也 可 以 有 另外 的 选择 方案 。 在 每 次 分 支 时 ,两 个 较 小 的 分 
支 可 以 以 不 同 的 角度 离开 母体 分 支 , 而 不 必要 以 直角 离开 ,而 且 两 
个 分 支 长 度 对 母体 长 度 之 比 可 以 有 不 同 的 比值 。 也 可 以 有 三 个 或 
更 多 的 壁 在 不 同 的 高 度 上 离开 树干 .你 包含 的 变化 愈 多 ,你 获得 类 
似 于 树 一 类 事物 的 机 会 就 愈 多 。 


图 60 和 图 61 是 两 个 例子 。 它们 是 用 产生 图 59 的 同样 的 计算 
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图 59 分 形 树 。 首 先 取 一 垂直 线段 ,然后 将 这 线段 或 任何 其 它 已 绘制 的 线 
段 作 为 “母体 ?线段 ,并 绘制 出 两 个 “后代 ?线段 ,每 个 后 代 段 的 长 度 
是 母体 段 长 度 的 6/10, 并 从 母体 来 端 以 直 第 伸展 
机 程序 产生 的 。 仅 有 的 差别 是 对 上 述 两 个 角度 和 两 个 比例 的 选择 。 
将 引 壁 与 树干 进行 比较 ,你 就 能 看 到 这 些 究竟 是 什么 .有 兴趣 的 结 
构 不 总 是 树叶 状 的 ,但 也 可 以 仅仅 通过 绘 出 树叶 而 得 到 ,如 图 62 
和 图 63。 这 些 图 似乎 支持 Mandelbrot 的 主张 , 即 : 分 形 或 至 少 是 
在 有 限 分 辨 率 下 能 够 看 得 见 的 分 形 在 自然 界 中 是 很 多 的 。 
分 形 一 定 伴随 着 混沌 吗 ? 当 分 形 是 从 方形 中 通过 去 除 右 上 和 角 
而 产生 的 三 角形 时 ,就 与 混沌 无 关 。 从 图 57 中 -- 点 也 看 不 出 随机 
性 ， 最 多 可 以 说 , 它 是 通过 一 个 简单 程序 而 产生 的 一 个 图 , 它 对 于 
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仅仅 看 过 20 世纪 中 叶 几 何 书 上 的 图 的 那些 人 来 讲 , aR A aA 


图 60 (E 59 一 样 绘制 的 分 形 树 ,只 不 过 对 两 璧 的 比例 都 个 是 0. 6, 而 是 
0.7 和 0. 65, 角 度 也 不 是 一 90" 和 十 90" ,而 是 一 60" 和 十 40 

图 57 的 三 角形 甚至 可 以 叫做 逆转 中 的 混沌 。 这 是 因为 构造 它 
也 可 以 用 为 一 个 方法 ,这 个 方法 是 我 在 佐治 亚 理 工学 院 听 M. 
Barnsley( 巴 恩 斯 利 ) 演 讲 时 首先 知道 的 。 放置 一 个 三 角形 ,并 在 一 
个 边 上 的 任何 地 方 绘 一 个 点 。 随 机 选择 一 个 角 , 并 绘 出 第 一 个 点 和 . 
这 个 角 的 连 线 的 中 点 .再 随机 选 一 个 角 , 并 绘 出 新 的 点 和 这 个 角 连 
线 的 中 点 。 足 够 多 次 重复 以 后 ,你 将 产生 图 57 的 三 角形 。 值 得 注 
意 的 是 ,如 果 你 以 规则 的 次 序 而 不 是 随机 的 方式 去 选择 角 ,那么 仅 
仅 有 几 个 点 这 个 过 程 就 结束 了 。 因 此 ,在 实际 意义 上 ,这 个 三 角形 
旋 属 于 是 随机 但 看 起 来 却 义 不 像 随 机 的 一 类 事物 。 

在 我 谈论 这 种 三 角形 时 ,我 要 提出 产生 它 的 另 一 种 方法 。 取 一 
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图 62 分 形 树 的 叶子 。 比 例 是 0.7 和 0. 65, 角 度 是 一 80* 和 十 20* 


多 个 变量 ,由 形成 一 个 排 的 方块 表示 ,但 是 任何 变量 只 能 取 有 限 个 
值 (在 本 例 中 只 能 取 两 个 值 ,一 个 有 符号 “XxX” 的 方块 和 一 个 空白 方 
块 )。 从 上 排 到 下 排 的 发 展 过 程 代表 时 间 的 演化 ,。 这样 的 系统 叫 细 


胞 自动 机 ,并 且 它 们 是 以 J.von Neumann( 冯 ， 诺 伊 曼 ) 的 丰富 想 


像 的 另 一 个 成 果 首 先进 入 数学 领域 的 。 对 多 维 自动 机 的 月 益 增长 
的 兴趣 部 分 是 由 于 它 明显 提供 了 模拟 流体 运动 的 特别 经 济 的 手 


一 些 分 形 通 过 不 复杂 规则 产生 之 后 非常 接近 混沌 ,但 看 起 来 


却 高 度 错综复杂 ,而 不 仅仅 是 奇特 的 结构 .但 是 在 分 形 和 混沌 之 上 


有 非常 紧密 的 联系 ,奇怪 吸引 子 就 是 分 形 。 
对 于 像 图 12 和 图 16 形状 的 吸引 子 来 说 ,由 于 它们 的 几乎 是 
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平行 曲线 的 复杂 性 ,因此 覆盖 每 一 点 所 需要 的 小 方块 的 数目 在 方 
块 边 长 减 半 时 ,应 增加 2 倍 以 上 ,这 是 因为 每 个 方块 仅 穿 过 较 少 的 
曲线 。 然 而 数目 也 不 是 4 倍 , 因 为 愈 来 愈 多 的 方块 要 落 在 曲线 之 
间 , 因 此 图 12 和 图 16 吸引 子 的 维 数 在 1.0 和 2.0 之 间 。 

图 64 是 这 样 构 千 的 , 即 : 在 图 中 所 画 的 每 一 条 牌 线 要 与 该 曲 
线 相交 成 一 个 Cantor( 康 托 尔 ) 集 ,其 维 数 处 在 0 和 1 之 间 ,其 数值 
由 底部 的 坐标 读 出 。 它 因此 可 以 作为 一 个 标尺 用 来 估计 像 图 12 和 
图 16 那样 某 些 结构 的 维 数 的 分 数 部 分 .图 12 和 图 16 中 的 那些 结 
构 与 直线 的 交点 是 Cantor 集 。 我 们 可 以 看 到 这 个 集合 或 是 稀疏 的 
“如 图 64 的 左边 所 示 ) ,或 是 稠密 的 (如 64 的 右边 所 示 ) 。 对 于 维 数 
为 0.1 或 稍 大 一 点 的 情况 ,与 垂 线 仅 仅 有 两 个 交点 可 以 在 绘图 中 
分 辨 出 来 :与 蝴蝶 吸引 子 相 交 的 一 条 直线 也 是 如 此 ,这 个 蝴蝶 吸引 
子 看 起 来 好 像 仅 由 两 个 正在 合拢 的 表面 组 成 。 切 割 图 12 和 图 16 
的 线 看 起 来 比较 像 图 64 横 坐 标的 中 心 部 分 ,所 以 这 些 吸引 子 的 维 
数 估 计 接 近 1. 5 ;请 参看 附录 2 PHX Lyapunov 指数 和 维 数 的 讨 
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“ft BY 
Fl 64 -个 分 数 维 标 尺 。 穿 过 图 绘制 的 任 - 重 线 将 与 标尺 相交 形成 
Cantor 4: ER SER fE 0.0 AL 1. 0 7 Jal, BOLL a Bp 


一 个 由 连续 曲线 组 成 而 不 是 由 这 些 曲 线 上 随机 选择 的 点 组 成 
的 相 类 似 的 图 给 出 在 Mandelbrot 的 内 容 广泛 的 书 《 自 然 界 的 分 形 
几何 中。 实际 上 正 是 这 些 曲 线 与 牌 线 的 交点 构成 Cantor 集 。 图 
64 中 使 用 点 线 是 为 了 使 于 与 图 12 和 16 那样 用 点 线 表 示 的 其 它 
图 进行 比较 。 

下 到 70 年 代 末 ,混沌 ? 才 被 确定 为 一 个 标准 术语 用 来 表示 对 
初始 状态 具有 敏感 依赖 性 的 现象 .也 大 约 正 是 在 这 个 期 间 , 人 们 迅 
速 遇 到 - - 些 新 的 奇怪 吸引 子 。 这 些 吸 引子 有 分 数 维 的 结构 ,而 不 是 
缺少 周期 性 或 具有 对 初始 状态 的 敏感 依赖 性 ,这 吓 一 些 专家 发 现 
的 最 引 人 注 目的 特征 。 至 少 在 日 前 分 数 维 正 在 成 为 混沌 理论 的 主 
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要 研究 对 象 。 但 是 ,对 于 混沌 而 言 ,扩展 它 的 领域 到 所 有 类 型 的 分 
形 分 析 , 乃至 扩展 到 在 计算 机 到 来 前 尚 不 熟悉 的 研究 对 象 的 更 加 
普遍 的 形状 ,只 不 过 是 一 个 短暂 的 过 程 。 在 回顾 本 书 的 时 候 ,我 们 
将 很 难保 持 “ 混 沌 ”的 原 义 不 扩展 到 比 其 它 更 适合 的 这 些 形状 的 范 
we 
毫 无 疑问 ,“ 混 沌 "这 个 术语 与 < 奇怪 吸引 子 ” 一 样 ,是 一 个 富有 
魅力 的 术语 ,这 类 术语 往往 能 使 人 顾名思义 。 我 常常 思考 在 书店 中 
J. Gleick 的 畅销 书 "的 书 名 ,如 果 改 成 :敏感 的 依赖 性 :创立 一 站 
新 科学 》, 这 将 又 如 何 呢 ? 


« 即 第 -一 章 提 到 的 J. Gleick 所 著 《 混 沌 : 开创 一 门 新 科学 》 一 一 编者 注 
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附录 1 蝴蝶 效应 


下 面 是 我 的 一 次 演讲 的 讲稿 , 那 是 在 1972 年 12 月 29 日 ,在 
美国 首都 华盛顿 召开 的 美国 科学 发 展 协会 的 第 139 次 会 议 上 关于 
“致力 于 全 球 大 气 研究 计划 ”的 一 个 专题 中 由 我 提出 并 作为 新 闻 公 
报 准 备 的 .这 个 讲稿 从 未 公开 发 表 过 ,现在 在 这 里 将 原稿 拿 出 来 作 
为 本 书 的 一 个 附录 。 
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我 很 担心 ,即使 提出 这 个 问题 作为 标题 都 显得 很 无 聊 , 更 不 用 
说 这 个 问题 有 肯定 的 回答 了 ,为 此 ,请 允许 我 提出 两 个 命题 并 以 特 
有 的 看 法 给 以 曾 述 。 

1. 如 果 一 只 蝴蝶 翅膀 的 一 次 拍打 能 有 助 于 产生 一 个 陆 龙 卷 
的 话 ,那么 该 蝴蝶 翅膀 所 有 早先 的 和 后 继 的 拍打 ,乃至 别 的 千 千 万 
万 蝴蝶 的 翅膀 的 拍打 也 都 有 助 于 产生 陆 龙 卷 , 更 不 用 说 无 数 个 更 
强大 的 动物 (包括 我 们 人 类 自身 在 内 ) 的 活动 了 。 

2. 如 果 一 只 蝴蝶 的 翅膀 的 拍打 能 有 助 于 产生 一 个 陆 龙 卷 的 
话 , 那 么 , 它 同 样 也 能 够 有 利于 抑制 一 个 陆 龙 卷 。 

更 一 般 地 说 ,我 认为 在 长 年 间 微小 的 扰动 既 不 会 增加 也 不 会 
减少 像 陆 龙 卷 那样 的 各 种 天 气 事 件 发 生 的 次 数 ,它们 充其量 可 能 
只 是 使 这 些 事 件 的 进程 略 有 改变 ,不 过 我 们 真正 感 兴趣 的 问题 是 : 
即使 仅仅 是 修改 事件 的 进程 ,微小 的 扰动 能 做 到 吗 ? 例如 ,差别 仅 
仅 是 受 单 个 蝴蝶 直接 影响 的 两 个 特殊 的 天 和 气 形势 ,在 足够 长 的 时 
加 以 后 会 不 会 发 展 成 为 其 差别 与 陆 龙 卷 一 样 大 的 两 种 不 同 的 天 气 
形势 呢 ? 用 更 专门 一 些 的 话 来 说 ,大气 的 行为 对 于 小 振幅 的 扰动 是 
不 稳定 的 吗 ? 

这 个 问题 明显 地 跟 我 们 预报 天 气 的 能 力 有 关 。 既 然 我 们 不 可 
”能 确切 地 知道 有 多 少 蝴蝶 ,也 不 可 能 知道 它们 在 哪儿 ,更 不 可 能 知 
道 哪些 蝴蝶 随时 拍打 它们 的 翅膀 ,所 以 ,即使 对 我 们 的 问题 的 回答 
是 肯定 的 ,我 们 也 不 可 能 对 足够 长 的 未 来 准确 地 预测 陆 龙 卷 的 产 
生 。 更 为 重要 的 是 ,即便 像 雷 暴 一 样 大 的 天 气 系统 从 气象 站 之 间 经 
过 时 ,我 们 都 发 觉 不 了 ,这 就 会 前 弱 我 们 哪怕 是 对 近期 一 般 天 气流 
型 进行 预测 的 能 力 。 

邦 么 ,我 们 到 底 怎 样 才 能 确定 大 气 是 否 不 稳定 的 呢 ? 首 先 , 大 
气 不 是 一 个 可 控制 的 实验 室 , 如 果 我 们 扰动 它 , 然 后 观测 什么 事 能 
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将 要 发 生 什么 。 任 何 认为 借助 于 天 气 预报 ,我 们 就 可 以 知道 将 要 发 
生 什 么 事 的 论调 都 意味 着 :我 们 寻求 回答 的 这 个 问题 已 经 有 了 否 
定 的 答案 。 

其 次 ,我们 的 结论 多 半 是 根据 计算 机 对 大 气 的 模拟 得 到 的 ,有 
待 求解 的 方程 组 只 是 代表 了 我 们 已 尽 最 大 努力 去 用 与 当前 计算 机 
能 力 相 匹配 的 方程 组 代替 实际 支配 大 气 的 方程 组 .通常 ,将 两 个 数 
值 解 进 行 比较 ,一 个 数值 解 用 来 模拟 实际 的 天 气 , 而 另 一 个 数值 解 
则 是 模拟 当初 始 条 件 稍 有 不 同时 的 天 气 演 化 情况 ,也 就 是 利用 一 
个 完全 的 预报 方法 但 是 不 完全 的 观测 资料 所 预报 的 天 气 . 因 此 ,两 
个 解 之 间 的 差别 便 模拟 了 在 预报 中 的 误差 。 随 着 更 先进 的 计算 机 
的 出 现 以 及 我 们 对 大 气动 力 状 况 的 认识 的 不 断 改 进 ,新 的 模拟 正 
在 不 断 地 实现 。 

虽然 我 们 不 能 宣称 已 经 证 明了 大 气 是 不 稳定 的 ,但 却 有 大 量 
的 证 据 表 明 大 气 确 是 不 稳定 的 。 最 重要 的 结果 如 下 : 

1. 在 天 气 型 式 中 的 较 大 特征 结构 ( 它 指 的 是 那些 通过 常规 观 
测 网 能 分 辨 出 来 的 特征 ) 中 的 小 误差 往往 经 过 3 天 左右 就 加 倍 。 当 
误差 增 大 后 ,增长 速率 就 会 降低 。 光 是 这 个 限制 就 能 够 允许 我 们 只 
要 每 次 将 观测 误差 减少 一 半 就 可 以 把 可 接受 的 预报 延长 3 天 ,并 
有 希望 最 终 做 出 几 个 星期 的 较 好 的 预报 。 

2. 天 气 型 式 中 的 较 小 特征 结构 ,例如 单个 云 的 位 置 的 小 的 误 
差 ,往往 会 更 加 迅速 地 增长 ,在 几 个 小 时 或 者 更 短 的 时 间 内 就 会 加 
倍 。 因 为 一 般 我 们 完全 不 预报 较 小 的 特征 结构 ,因此 ,这 个 限制 不 
会 严重 地 减少 我 们 制作 延伸 预报 的 希望 。 

3. 在 这 些小 的 特征 结构 中 的 误差 ,如 果 已 经 达到 可 观 大 小 的 
话 , 往 往 会 诱导 较 大 特征 结构 的 误差 ,这 个 还 不 能 完全 肯定 的 结果 
意味 着 ,大 约 1 天 以 后 ,在 较 大 的 特征 结构 中 将 出 现 明显 的 误差 ， 
随后 这 些 误差 的 增长 与 它们 在 初始 阶段 的 增长 相似 。 这 样 ,如 果 使 
小 的 特征 结构 的 观测 误差 碱 半 ( 这 是 一 项 十 分 艰巨 的 工作 ) 的 话 ， 
也 只 能 把 较 大 特征 结构 的 可 接受 预报 时 限 至 多 延长 几 小 时 。 因 而 
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制作 两 周 以 上 上 预报 的 希望 大 大 减 小 了 。 | 
′ 4 某 些 特殊 的 物理 量 ,如 周平 均 温度 和 周 总 降雨 量 的 预报 时 
限 要 比 整个 的 天 气 型 式 的 预报 时 限 长 得 多 。 

不 管理 论 研究 的 结果 如 何 ,如 果 确 有 充分 的 证 据 表明 某 一 特 
殊 的 预报 方案 一 般 能 作出 较 好 的 两 周 以 上 的 预报 的 话 ,那么 似乎 
可 以 得 出 结论 说 两 周 以 上 的 逐日 预报 是 能 够 制作 的 .但 是 ,就 我 们 
所 知 ,从 来 没有 这 样 的 证 据 提出 过 。 当 然 ,即便 是 纯粹 的 猜测 也 会 
有 某 一 百分比 的 正确 率 。 

现在 让 我 们 回 到 最 初 我 们 提出 的 问题 ,我 们 还 要 考虑 别 的 观 
点 。 第 一 个 观点 是 单个 蝴蝶 的 影响 并 不 仅仅 是 一 个 微不足道 的 力 
量 一 一 它 是 被 局 限于 一 个 小 的 范围 内 的 。 能 很 好 地 适 于 检查 误差 
增 大 的 一 些 数值 方法 看 来 并 不 适 于 研究 从 有 限 区 域 到 无 限 区 域 误 
差 的 传播 .未 经 证 实 的 一 个 假说 是 :蝴蝶 翅膀 的 影响 将 在 测 动 的 空 
气 中 扩展 ,而 不 是 在 静 稳 的 空气 中 扩展 。 

”第 二 个 观点 是 :巴西 和 得 克 萨 斯 位 于 不 同 的 半球 上 ,热带 大 气 
的 动力 特征 明显 地 不 同 于 温带 大 气 和 极地 大 气 , 热 带 大 气 几乎 就 
好 像 是 另 一 种 流体 一 样 。 在 任 一 半球 的 温带 范围 内 误差 能 够 扩展 
数 千 英 里 ,但 不 能 穿 过 赤道 ,看 来 这 一 点 是 完全 可 能 的 。 

所 以 ,我 们 必须 保留 我 们 最 初 提出 的 问题 在 相当 多 年 不 予 回 
答 ,即使 在 我 们 关于 大 气 是 不 稳定 的 观点 得 到 确认 的 时 候 。 同 时 ， 
目前 天 气 预 报 中 的 一 些 误差 不 能 完全 归罪 于 天 气 型 式 中 的 小 的 特 
征 结构 ,即使 是 主要 归罪 于 它们 也 不 行 .这 些 预 报 误差 主要 起 因 于 
我 们 即使 对 那些 较 大 的 特征 结构 也 不 能 进行 较 完全 的 观测 ,我们 
对 控制 大 气 运动 的 物理 规律 了 解 不 够 充分 以 及 我 们 在 将 这 些 物 理 
定律 表达 成 人 脑 或 计算 机 能 够 进行 操作 的 公式 时 必需 引入 一 些 不 
可 避免 的 近似 .这 些 不 足 是 不 可 能 完全 消除 的 ,但 是 它们 能 够 通过 
一 个 扩大 的 观测 系统 和 集中 的 研究 而 大 大 地 减 小 。 全 球 大 气 研究 
计划 的 最 终 目的 并 不 是 致力 于 制作 出 完全 准确 的 预报 ,而 是 要 制 
作出 大 气 愿 意 让 我 们 做 出 的 最 好 的 预报 。 
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数值 积分 


本 书 的 大 部 分 图 都 是 通过 一 个 计算 机 绘图 程序 描绘 出 来 的 ， 
这 个 程序 简单 地 画 出 点 集 并 且 有 时 用 直线 段 连接 相 邻 的 点 。 经 党 
出 现 的 平滑 曲线 是 将 非常 靠近 的 点 连接 而 成 的 ,在 某 些 情况 下 , 画 
”的 点 非常 接近 ,它们 之 间 母 需 连 接 。 
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除了 像 滑 雪 坡 道 斜 视图 这 样 的 示意 图 之 外 ,被 描绘 的 点 都 是 由 适 
当 方 程 组 确定 的 。 
对 于 映射 来 说 ,差分 方程 可 以 直接 通过 现在 的 状态 表示 未 来 
的 状态 ,因此 获得 各 点 的 长 年 序列 是 不 成 问题 的 。 对 于 流 来 说 , 首 
先 必 需求 解 微 分 方程 . 特 解 为 混沌 解 的 方程 一 般 找 不 到 通 解 , 通 销 
只 能 用 数值 方法 确定 近似 特 解 。 
数值 积分 有 许多 方法 ,其 中 经 典 的 四 阶 Runge-Kutta( 龙 格 - 
库 塔 ?法 是 特别 流行 的 ,如 应 用 适当 ,可 以 得 到 很 好 的 结果 。 
Runge-Kutta 法 是 19 世纪 末 首 先 设计 的 许多 方法 之 一 , 它 是 由 德 
国 数学 家 C. Runge( 龙 格 ) 首 先 创立 的 ,并 且 在 几 年 以 后 由 另 一 位 
德国 数学 家 W. Kutta( 库 塔 ) 把 它 变 成 了 现在 的 形式 ,除了 弹 球 游 
戏 系统 而 外 ,在 本 书 中 作为 例子 的 所 有 的 微分 方程 都 是 用 Runge- 
Kutta 法 积分 的 。 
为 了 求解 一 个 典型 的 方程 组 ,如 
dX /dt = F(X,Y), 
dY /dt = G(X,Y), 
我 们 首先 选 一 个 时 间 增 量 A, RS ESE TT Al 2.24 XCM YG) 
已 知 时 ,去 找 XOHAN YGA), $ 
Xo =X(t), 
X, =X, + F(X, Y,)At/2, 
Xo =X) + FCX,,Y,)At/2, 
X, =X, + FCX,,Y,)At/2, 
X, =X, + FCX;,Y,)At/2, 
最 后 有 
X(t + At) = (X, + 2X: + X; — X,)/3. 
Xt Y 也 有 类 似 的 表达 式 , 注 意 , 在 求 得 X, BY, 以 前 ,必须 先 求 得 
Xi 和 YY;_ |。 程序 可 随意 午 复 迭代 许多 次 ,t 十 入 的 老 的 值 可 以 用 
SEPE A BEWGIERR Ft A BT 
当 Ar 充分 小 时 ,Runge-Kutta 法 能 给 出 高 度 准 确 的 结果 ,但 
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图 65 应 用 四 阶 Runge-Kutta 法 求解 的 两 个 微分 方程 构成 的 系统 的 圆 吸 
引子 的 近似 ,外 圆 是 由 4 人 = 0.5 算得 的 吸引 子 , 内 部 的 结构 是 由 
4Az 二 1.65 算得 的 吸引 子 


是 ,如 果 At 选择 得 太 大 ,奇怪 的 事 就 能 发 生 。 例 如 ,由 微分 方程 组 
dX/dt =X — Y — X’, 
dY/dt =X 一 XY 
定义 的 系统 的 吸引 子 是 一 个 圆 , 取 At = 0.5, 计 算 的 吸引 子 所 形成 
的 如 图 65 的 周 线 很 难 与 真正 的 贺 相 区 别 .但 当 取 A = 1. 65 AY, M 
让 位 给 封闭 的 奇怪 吸引 子 。 顺 便 说 一 句 , 在 图 53 中 的 奇怪 吸引 子 
是 应 用 一 个 二 阶 Runge-Kutta 方法 得 到 相同 的 方程 组 所 产生 的 。 
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在 这 个 简单 的 方法 中 , X, M X 的 定义 同 前 ,并 且 

X(t + At) = X H FCX,,Y,) ae, 
你 可 以 利用 不 同 的 At 的 值 去 做 试验 。 

通常 ,我们 希望 在 迭代 值 之 间 进 行内 播 ; 例 如 ,为 了 构造 一 个 
Poincaré 截面 ,我 们 必须 知道 当 六 =0 时 站 的 值 ,对 于 0 二 c 二 1 ,一 
个 合适 的 公式 是 四 次 多 项 式 近 似 
X(t + cAt) =X, + 2K, — Xo + 2(X; — X ë 
+ 2(X, — 2X, + X,)c*/3 
— (X, + X — X, — X,)c*/3, 

M Y ARIA SAY. MRR NECARE A + At e X 
AAFAA MARRARA XO cA) 的 表达 式 为 零 , 从 而 求 
解 得 c 的 四 次 方程 ,然后 去 计算 Y 人 十 cc 的 四 次 代数 方程 可 以 
很 容易 用 牛顿 方法 求解 ; 令 

co = X 4)/ (X0) — XC + ADD), 
然后 ,对 二 0,1,…, 令 

Cat) = Cp ~ X(T + ¢,At)/Dc,), 
其 中 

Dc) 一 2(X — Xa) 十 4(X — Xi)c 十 2(0X — 2X, + X )c? 
— A(X, + X; 一 X, — X,)c?/3 

Fi X(t + cAt) XI c HTAR o Caos JEM F c, RF EZ A. H 
令 c 二 co+io 就 某 些 用 途 来 说 ,ce 可 能 是 c 足够 好 的 近似 。 
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在 第 一 章 形成 蝴蝶 形 图 样 的 方程 组 以 及 我 在 论 “ 确 定性 的 非 
周期 流 ” 中 用 来 作为 混沌 例子 的 那个 方程 组 是 : 
dz/dt =— ox + oy, 
dy/dt =— zz +rx— y, 
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dz/dt = xy — bz, 
HPS PBR b oMr WEE SRST A MISE ERGE T 
充分 的 研究 ,剑桥 大 学 的 C. Sparrow( 斯 帕 罗 ) 甚 至 还 写 了 一 本 有 
关 这 个 方程 组 的 完整 的 书 。 

通常 被 称 为 吸引 子 的 结构 实际 上 是 指 在 吸引 子 中 所 包含 的 特 
解 的 一 个 广 延 部 分 ,为 了 获得 像 在 第 一 章 中 所 描写 的 蝴蝶 ,我 们 令 
5 一 8/3,o 一 10 和 r 一 28, 选 一 个 合适 的 时 间 步 长 和 zy\zx 的 适当 
的 初 值 ,并 且 应 用 一 个 数值 方法 ,如 应 用 四 阶 Runge-Kutta 法 去 
求解 方程 组 。 在 运算 几 和 王 步 以 后 停止 运算 , 画 出 z 随 二 的 变化 曲 
线 , 如 果 开 头 几 个 点 不 那么 稳定 的 话 , 可 以 略 去 。 

用 线段 依次 把 顺序 的 点 连接 起 来 使 它 看 起 来 像 一 个 很 长 的 连 
续 的 曲线 ,就 画 出 了 蝴蝶 。 类 似 的 效应 也 能 通过 选择 一 个 很 小 的 时 
间 步 长 得 到 。 我 开始 时 取 A = 0.002, 以 为 出 现 了 新 的 一 类 蝴蝶 ， 
但 后 来 发 现 小 数 点 打 错 了 地 方 。 像 这 样 变化 At 有 时 能 产生 比 蝴蝶 
高 等 的 生物 ,但 比较 多 的 情况 还 是 产生 一 些 无 意义 的 信息 ,间或 也 
会 造成 灾难 性 结果 。 

Rossler 方程 组 

dzx/dt = — y — z, 

dy/dt =x + ay, 

dz/dt =a + zz — pez 
只 有 一 个 非 线 性 项 ,而 不 是 像 Lornez 方程 组 有 两 个 非 线 性 项 。 
Roéssler KR a= 0.2 Ml w= 5.7 就 产生 了 混沌 。 


TELS: 


在 滑雪 坡 道上 表征 一 个 滑板 或 一 个 雪村 的 运动 的 方程 组 就 是 

牛顿 定律 的 简单 公式 ,这 些 方 程 令 运动 的 加 速度 等 于 单位 质量 的 

Jis XYZ 是 距离 ,UV AW 分 别 是 向 南 、 向 东 和 向 上 运动 的 

速度 分 量 , Mik HCX,Y) 为 以 某 个 水 平面 为 基准 的 坡 道 的 高 度 ， 
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则 方程 组 是 : 


dx /dt = U, 

dY/dt =V, 

dZ/dt =W, 

dU /dt =— FH, — cU, 
dV /dt =— FH, —cV, 


dW /dt =— g F — cw, 
其 中 g 是 重力 加 速度 ,Ff RRS SRE Ae. 
c REE RRL. FORKI Un o 
因 在 坡 道上 
Z = H(X,Y), 
由 此 有 
W = HxU + HWV, 


dW/dt =— Hg(FHx + cU) — Hy(FHy 4+ cV) 
+ (HxxU’ + 2HxwUV + HyyV’), 
消去 W Al dW/dt ,得 到 
F = (g + HxxU* + 2HyVV + 2HyyV )/( + Hy + AY), 

根 Ix FRF XY UAV WA E AE t Se Sz 
动 。 

对 于 滑板 , ¢ 是 一 个 预先 选择 的 第 数 ,虽然 ,如 前 所 述 , 它 与 坡 
道 对 滑板 的 阻力 .V1 十 H% 十 了 成 正比 ;对 于 雪 杰 ,UU 是 -个 
Fil Powe EY FS BL FF Ac 选择 使 得 dU /dt = 0 ,因而 

c =— FH;/U, 
在 正文 的 所 有 例子 中 ， 
H =— aX — bcos(pX )cos(qY), 
所 以 ,除了 g.c KU ASh. ETP GRU AY ab, p 和 g 的 值 必须 确 
定好 .在 我 们 的 每 个 例子 中 2r/ 户 = 10.0 X, , 27/4 一 4.0 米 ,除了 
在 Hamilton 系统 中 4 = 0 外 ,a 一 0.25 ,通常 6 二 0.5 米 ,特殊 情况 
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Fb = 0.25 K AKA EMT # b E 0. 0 KF 0. 6 KZ ls] 
化 .注意 疡 是 在 附近 尘 地 上 面 的 一 个 雪 丘 的 高 度 ,其 值 为 22。 对 于 
滑板 c = 2 pm FERU = 3.5 米 / 秒 。 

对 于 雪 权 和 连续 沿 坡 道 下 滑 的 滑板 而 言 X 可 用 来 代替 t 作为 
独立 变量 ,注意 上 述 处 理 要 排除 保守 系统 和 滑板 陷入 注 地 的 情况 。 
关于 Y 和 V 对 时 间 微 商 的 表达 式 和 在 滑板 情况 下 UV 对 时 间 微 商 的 
表达 式 我 们 都 要 除 以 上 .这样 ,描写 雪 权 运动 的 是 两 个 方程 构成 的 
系统 ,而 描写 滑板 运动 则 是 三 个 方程 构成 的 系统 ,因为 在 这 些 方 程 
中 总 要 出 现 cos(pX) 和 sin( pxX) 3 因而 无 论 是 雪 权 还 是 滑板 都 存 
在 与 独立 变量 的 周期 依赖 关系 。 


体积 守恒 的 混沌 


当 应 用 Runge-Kutta 法 或 其 它 一 些 方法 来 求解 一 个 微分 方 
程 组 时 ,除了 方程 组 本 身 所 要 求 的 能 量 增加 或 减少 以 外 , 它 通常 会 
产生 一 个 小 的 但 是 持续 的 能 量 输入 或 输出 .如 果 系 统 是 耗 散 的 ,这 
个 作用 只 能 稍稍 改变 预先 给 定 的 耗 散 率 ,而 这 个 耗 散 率 多 少 是 有 
点 任意 选择 的 .但 如 果 系 统 是 非 耗 散 的 ,那么 这 个 作用 将 使 它 变 为 
一 个 耗 散 系统 , 且 带 有 非常 不 一 样 的 长 期 特性 。 因 此 ,在 求解 这 样 
的 方程 组 时 ,选择 一 个 非常 小 的 时 间 步 长 以 减少 任何 虚假 的 行为 
是 特别 重要 的 。 当 然 , 这 样 做 不 可 避免 地 要 增加 计算 时 间 。 
如 果 你 有 兴趣 比较 详细 地 研究 包含 周期 的 孤立 岛 的 用 点 线 标 
出 的 混沌 海 的 话 , 你 就 必须 考虑 应 用 一 个 不 需要 用 专门 积分 方法 
的 差分 方程 的 系统 。 在 这 些 系统 中 最 流行 的 一 个 系统 是 由 B. 
Chirikov (F BEEK) (EA Hamilton 系统 的 范例 所 提出 来 的 所 谓 
标准 映射 , 它 在 极 坐标 中 写 为 
Tat) =r, 十 csinO ， 
Onti =, 十 Fatio 
但 是 ,我 所 知道 的 最 简单 的 系统 是 三 阶 差 分 方程 
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Enti S EnEn) — Tn-z9 
其 中 , 当 三 个 依次 的 数 给 定 后 ,通过 一 个 乘法 和 一 个 减法 就 能 产生 
下 一 个 数 。 在 系统 中 , 量 
Q = ri F Lii F Lio XT Ln-2 

是 守恒 的 。 因 此 ,尽管 它 没有 用 显 式 表示 的 参数 ,但 它 实际 上 定义 
了 一 族 动力 系统 ,对 于 每 个 Q 值 都 有 一 个 系统 。 当 QQ 接近 于 零 时 ， 
Q 的 等 值 面 很 像 一 个 球 , 当 Q@ ERAH , BRAME; 44 Q > 4 
时 , 球 张 开 并 延伸 至 无 穷 远 。 

为 了 观测 系统 的 结构 ,我 们 选 定 一 个 Q@ 值 ;一 个 在 1.0 到 2.0 
之 间 的 中 等 大 小 的 Q 值 就 可 以 了 。 其 次 要 选 定 x 和 xz, 它们 不 要 
选 得 太 大 ,并 且 在 @ 的 公式 中 取 n = 3, 这 样 就 得 到 了 关于 x; 的 一 
个 二 次 代数 方程 ,求解 它 有 两 个 根 ,其 中 任 一 个 都 可 作为 x;, 另 一 
个 作为 Loo FA Cnt) 将 位 于 QQ 面 在 一 个 平面 的 投影 上 ,为 了 避 
免 最 近 的 边 和 最 远 的 边 彼 此 礁 置 ,你 可 以 只 画 出 zi D x2 BY zx, 
随 z. 变化 的 曲线 。 这 样 ,你 就 能 够 像 利 用 体积 守恒 的 坡 道 模式 
一 样 快 地 屡次 地 得 到 新 的 点 集 。 利 用 高 的 分 辨 率 你 还 能 揭示 环形 
链 和 围绕 这 些 链 的 更 小 的 环形 链 , 也 许 还 会 有 什么 想不到 的 事 发 
AR 


Hill 的 简化 问题 


在 Hill 的 三 体 问题 的 简化 形式 中 ,所 有 的 三 个 物体 都 在 同一 
个 平面 中 运动 ,三 体 之 一 , 即 “ 卫 星 ”, 有 一 个 微不足道 的 质量 ,另外 
两 个 “行星 ?围绕 总 的 质心 以 圆 形 轨道 运行 。 

设 m 和 ms 是 两 个 行星 的 质量 , oy) Mery) 是 它们 在 
第 卡 儿 坐标 中 位 置 .如 果 Lyn = Ta — L1, Yiz = Yr — Mole” = Ti + 
yiz ， 则 控制 两 个 行星 运动 的 方程 组 是 

mdizri/df? = cmym,x,,/r 5 
m,d?x,/dt? 一 一 cmmor12 /r,s 
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对 y 和 ys 有 类 似 的 方程 ,因为 行星 在 圆 形 轨道 上 运行 ,7; 是 一 个 
TROJ H. ,质量 、 距 离 和 时 间 的 单位 可 以 选择 使 得 mm 十 om, = 1, 
rs 一 1] 和 c= 二 1 TRA 
dixis/dt* =— Tiz, d*y,,./dt? =— yi, 

设 初 始 时 刻 选择 使 得 ye = 0 和 xs > 0M 

Zi 一 COSt, yy = sine 
因而 得 到 

x, =— m,cost, yi 一 一 m,sint, 
| Ly =m,cost, Yo = m,sint, 
K (z+,y) 是 卫星 的 位 置 ,7? = (r ard t ly yde ri = ar 
一 Xi) + Cy 一 y2)”， 则 控制 卫星 运动 的 方程 组 是 
d?2/dt? =— m (xr — x,)/r? — mr 7 ) /ri, 

> 有 类 似 的 方程 。 引 入 新 坐标 

X 一 cost + ysint, 

Y 一 一 sint + ycost, 
这 就 意味 着 在 一 个 与 行星 一 起 旋转 的 坐标 系 中 去 观测 卫星 的 运 
动 。 取 X 轴 永 远 通 过 行星 , 则 控制 卫星 运动 的 方程 组 可 以 写 为 
dX/d =U, 
dY /dt = V, 
dU /dt = X + 2V — m,X/r} — m,X/r3 — mym,/r3 + mm,/r3, 
dV /dt = Y — 2U — mY /r? — m,Y/ri, 
Ep r? = (X +m," HY, r= (X —m,) +Y? ATE, RIRE 
方程 没有 因 坐 标 系 的 旋转 而 变 短 ,但 时 间 t 已 不 再 以 显 式 出 现在 
方程 组 的 右 端 。 

方程 组 的 守恒 量 是 所 谓 的 Jacobi 积分 
J = (U? + V? mr m,/r,)/2, 
所 以 Se PRA RAP EH BET TED J 值 都 有 
-个 系统 ,而 不 是 一 个 单一 的 四 个 变量 的 系统 。 在 这 个 方面 ,这 个 
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系统 很 像 守恒 的 滑雪 坡 道 模式 。 

当 or, Mr, 变 得 很 小 时 ,为 了 保持 J 守恒 ,U 或 V 必须 变 得 很 
大 ,这 样 , 当 卫 星 移动 到 非常 接近 一 个 行星 时 ,在 大 部 分 时 间 能 正 
常 运行 的 Runge-Knutta 法 的 计算 程序 可 能 突然 失效 。 为 了 避免 出 
现 这 种 情况 ,我 们 可 以 让 时 间 步 长 逐渐 地 改变 ,如 当 7 或 7r; 很 小 
时 ,我 们 使 步 长 取得 非常 小 。 

如 果 J 的 初 值 取 为 负 的 , 它 可 以 保证 卫星 不 能 逃 移 到 无 穷 远 。 
对 于 sz 和 J 的 某 些 值 ,卫星 可 以 在 一 个 行星 或 男 一 个 行星 附 
Ue 被 捕获 ;但 利用 mm. 和 J 的 另外 一 些 值 ,包括 利用 图 29 和 图 
30 所 取 的 那些 值 ,卫星 就 能 够 在 两 个 行星 之 间 往 复 地 运行 。 

EY =OMV>ORW—7 Poincaré 截面 将 产生 一 个 二 维 映 
射 ,利用 mms 和 J 的 固定 值 和 各 种 初始 条 件 ,你 理应 能 够 得 到 一 
个 类 似 于 图 20 的 图 ,在 混沌 海中 有 孤立 的 鸟 。 


Logistic 方程 


Logistic 方程 最 通常 地 写 为 
X n+ = AX, (1 — Xa); 

这 里 采用 的 符号 可 以 改变 .在 0 二 4 科 4 时 ,Logistic 方程 定义 一 
类 把 0 到 1 区 间 映 射 到 它 自身 的 不 可 道 映射 。Logistic 方程 或 许 
是 研究 周期 倍 分 倪 的 一 个 最 简单 的 可 行 的 方程 , 当 A = 3 时 , 主 序 
列 在 周期 1 到 周期 2 之 间 开 始 分 岔 ; 当 4 = 二 1 十 V6 = 3.45 时， 
主 序列 在 周期 2 到 周期 4 之 间 开 始 分 岔 . TER. Devaney( 德 韦 尼 ) 
所 著 的 教科 书 《 混 沌 动力 系统 引 论 ) 中 ,Logistic 方程 已 被 作为 主 
要 说 明 问 题 的 例子 。 

使 Logistic 方程 具有 周期 行为 的 4 值 构成 了 无 限 个 有 限 区 
间 ,而 使 Logistic 方程 具有 混沌 行为 的 4 值 则 在 3.57 到 4.0 之 
闻 ,形成 一 个 维 数 似 乎 是 1.0 的 Cantor 48, Cantor 集 是 取 一 个 单 
位 长 度 的 区 间 , 先 移 去 中 间 的 1/4, 然 后 把 剩 下 的 两 段 中 再 移 去 中 
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A 1/9, 再 后 在 剩余 的 4 段 中 再 移 去 中 间 的 1/16, iE RATE 
成 的 ,这 里 被 移 去 的 长 度 之 和 仅 为 1/2。 
ES c = A/2 — A®?/4,z = AC — 2X)/2 , 则 Logistic 方程 变 
为 
名 na 十 1 一 zi +c, 
这 是 Logistic 方程 的 另 一 个 常用 的 形式 。 在 c =— 3/4 file = 
一 5/4 时 出 现 头 两 个 周期 倍 分 岔 。 出 现 从 周期 2 到 周期 2 oe 
的 c; ÉKF co = — 1.4012, 而 比值 (cs 一 ci) / Cen 一 cn 收敛 
于 4.6692, 4.6692 是 由 M. Feigenbaum ( # Bl aft) & WE 
征 一 大 类 映射 和 流 中 所 发 生 的 分 盆 的 一 个 数 。 周 期 3 的 解 首先 出 
现在 当 < 王 一 7/4 时 的 一 个 鞍点 - 结 点 分 岔 处 。 注 意 ,Logistic 方程 
等 价 于 二 阶 守恒 系统 
Zal 一 Zn + zi — wh, 
Writ — zn, 
其 中 不 舍 有 常数 ,但 z 一 w 保持 它 的 初 值 不 变 。 
当 c 和 zz 取 为 复数 时 ,一 阶 方程 成 为 
Ent) =r, + Ya tay 
| Vat. =20nyn + D, 

其 中 c= 二 a 4 tbe =at+iy, ERA EAA PHA Mandelbrot 
集 。 如 果 开 始 于 (0,0) 的 序列 rsy) 不 趋 近 于 无 限 , 则 点 (ea,p) 在 
Mandelbrot 集 内 。 常 见 的 Mandelbrot 和 集 的 彩色 图 实际 上 画 的 是 
Mandelbrot 集 外 边 的 区 域 。z 或 y 变 为 很 大 (例如 xz? + y = 10°) 
所 需要 的 不 同步 数 用 不 同 的 颜色 表示 . 和 y 的 任何 别 的 大 的 数 
也 可 以 应 用 ,只 要 能 装 入 计算 机 就 行 ,因为 当 z 和 > 变 为 很 大 时 ， 
步 数 将 迅速 地 增加 。 颜 色 的 选择 需要 一 个 艺术 家 的 眼睛 而 不 是 数 
学 家 的 眼睛 。 
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Lyapunov 指数 和 维 数 


考虑 一 个 个 变量 的 动力 系统 . 选 一 个 点 ,并 取 一 个 中 心 在 该 
点 的 一 个 小 的 维 的 球 , 随 着 时 间 的 增加 , 球 将 变形 成 为 一 个 近似 
的 椭 球 ;比较 图 15, 其 中 1 一 2 。 在 球 的 初始 直径 趋 癌 于 雪 的 极限 
情况 下 ,映像 保持 与 椭 球 相同 的 时 间 将 趋向 于 无 穷 大 ， 

在 一 次 迭代 中 (对 于 映射 来 说 ) 或 一 个 时 间 单 位 中 (对 于 流 来 
说 ) 椭 球 的 轴 长 增加 的 倍数 的 长 期 平均 值 称 为 Lyapunov 数 , 其 对 
数 称 为 Lyapunov 指数 。 也 就 是 说 ,如 采 最 后 椭 球 的 一 个 输 按 。 iR 
速 地 增加 或 减少 ,那么 ,相应 的 Lyapunov FE Qt ee A. AT 
Lyapunov 指数 从 大 到 小 排列 , 即 A, eee DA, 

on RE Lyapunov 指数 具有 该 系统 的 特征 ,那么 应 该 避 开 对 
原点 的 某 些 选择 。 这 些 点 包括 不 稳定 的 不 动 点 和 在 不 稳定 周期 解 
上 的 点 。 如 果 有 几 个 吸引 子 , 那 么 分 离 的 吸引 域 就 可 以 有 分 离 的 
Lyapunov 指数 集 ,。 对 于 Hamilton 系统 ,其 混沌 海 和 周期 解 有 不 同 
的 Lyapunov 指数 ，。 

Lyapunov 指数 的 和 表征 了 椭 球 体积 的 增长 率 或 减 小 率 , 对 
Hamilton 系统 ,Lyapunov 指数 的 和 为 零 ; 对 耗 散 系统 ,Lyapunov 
间 数 的 和 为 负 。 如 果 耗 散 系 统 的 吸引 子 是 一 个 不 动 点 ,那么 所 有 的 
Lyapunov 指数 通常 是 负 的 。 如 果 是 一 个 简单 的 mx 维 流 形 Gm = 1 
或 m= 二 2 分别 为 一 个 曲线 或 一 个 面 ), 那 么 ,前 zr 个 Lyapunov 指 
数 是 零 ,其 余 的 Lyapunov 指数 为 负 。 不 管 系统 是 不 是 耗 散 的 ,只 
BA 过 0 就 会 出 现 混沌 。 

考虑 一 个 包含 吸引 子 的 2” 维 盒子 .前 & 个 Lyapunov 指数 的 和 
à 十 … 十 人 表征 了 体积 的 增长 率 或 减 小 率 (R = 1 或 上 = 2 分 别 表 
征 长 度 或 面积 的 增长 率 或 减 小 率 ), 这 里 的 体积 是 指 一 个 无 穷 小 的 
椭 球 在 盒子 的 & 维 表面 上 的 投影 .因此 ,如 果 几 二 0, 则 一 个 有 限 小 
的 椭 球 在 盒子 的 一 个 边缘 上 的 投影 将 不 断 增 长 ,直到 这 一 已 经 严 

*。 了 860。 


附录 2 
重 变形 的 椭 球 上 的 几 个 点 投影 到 同一 点 时 ,也 即 直 到 投影 自身 重 
登 时 为 止 .此 外 ,如 果 还 有 办 十 <0 ,那么 在 一 个 了 其 维 面 上 的 投 
影 将 缩小 ,这 时 .吸引 子 可 以 视 为 是 由 曲线 的 一 个 子 集 组 成 的 ,而 
没有 面 出 现 。 

IME te A A, > 0, 只 要 A, + A, > 0 AA, + A + AS <0, 
fe “PT OE fe EIB KK BI ARE 
止 , 而 在 一 个 三 维 面 上 投影 的 体积 将 连续 地 缩小 ,并 且 吸 引子 可 以 
视 为 是 由 曲面 的 一 个 子 集 组 成 的 ,更 一 般 地 说 ,如 果 十 … + A, 
> 0, 但 入 十 一 十 机 411 达 0, 那 么 吸引 子 应 由 维 流 形 的 一 个 子 集 
组 成 。 

利用 相关 的 Lyapunov 指数 ,J. Kaplan( 卡 普兰 ) 和 J. Yorke 
(约克) 给 出 了 一 个 吸引 子 的 分 数 维 公式 。 设 义 十 … + A, SOT 
A 十 下 十 A141 二 0, 这 意味 着 11 <0 , 则 分 数 维 公式 是 

d = k + (A, tee t+ A) lAr] 
对 一 些 简单 的 系统 ,可 以 证 明 d 与 容量 维 数 相 等 ,对 比较 复杂 的 
系统 , 它 没有 严格 的 公式 ,但 上 述 公 式 中 的 4 可 看 作 是 维 数 的 一 
个 可 供 选择 的 定义 。 

对 于 雪 权 模式 的 Poincaré 映射 , 取 时 间 单 位 为 下 降 5 米 所 需 
要 的 时 间 , 则 入 ==0.72, 椭 球 的 最 长 轴 在 刚好 下 降 5 米 以 后 加 倍 ， 
H 入 二 一 1. 53 使 得 4 二 1. 47。 对 于 充分 的 流 ,Lyapunov 指数 是 
0.72、0 和 一 1. 53, 一 个 Lyapunov 指数 为 零 力 是 吸引 子 不 是 一 个 
不 动 点 的 流 的 普遍 情况 。 | 

如 果 所 有 小 圆 的 行为 与 图 15 中 最 初 的 一 个 圆 一 样 ， 
Lyapunov 数 应 是 4.8 和 0.047, 所 以 ,Lyapunov 指数 应 为 1. 57 
和 一 3.06, 因 而 ,选择 的 圆 将 变形 , 且 变 形 速度 是 典型 圆 变形 速度 
的 两 倍 , 但 它 仍 可 以 合理 地 估计 维 数 是 1. 51。 

对 于 滑板 模式 的 Poincaré 映射 , A, = 0. 67, 因 此 轴 长 约 在 1 
个 时 间 单 位 内 再 次 加 倍 , 而 对 A, = — 0.70 AA, = — 1.36 ,使 得 
d 王 1.96. 这 个 值 的 大 小 已 足以 使 吸引 子 由 曲面 而 不 是 由 曲线 所 

。 187， 


BUR TERE OR/ BP) 


-.35 


混沌 的 本 质 


-.50  -.45 -.40 -.35 -.30 
截 坡 距离 〈 米 ) 


66 图 12 中 所 示 雪 榴 模 式 吸引 子 截面 放大 10 倍 后 的 情形 
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组 成 。 考 虑 到 图 12 和 图 16 之 间 的 相似 性 ,这 个 数值 是 比较 惊人 
的 ,现在 我 们 回 到 维 数 , 它 是 作为 随 着 相 空 间 的 距离 趋 于 零 的 极限 
来 定义 的 ,因此 , 它 是 精细 结构 而 不 是 粗糙 结构 的 一 个 度量 。 通 常 
吸引 子 在 统计 上 被 认为 是 目 相 似 的 , 因 甚至 不 去 研究 其 精细 结构 。 
不 过 ,在 本 例 中 ,两 个 图 有 相同 的 粗糙 结构 ,但 精细 结构 明显 不 同 ; 
在 雪 权 吸引 子 中 ,点 趋向 于 汇合 成 曲线 ,如 在 图 64 中 的 分 数 维 尺 
度 中 心 的 情况 ;而 在 滑板 吸引 子 中 ,点 更 倾向 于 扩散 和 充满 区 域 ， 
如 图 64 中 分 数 维 尺度 右边 的 情况 ,这 一 点 在 图 66 和 图 67 中 是 十 
分 明显 的 ,因为 两 个 吸引 子 的 相似 的 截面 被 放大 了 10 倍 。 
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67 图 16 中 所 示 滑 板 模式 吸引 子 截面 放大 10 售后 的 情形 
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让 我 们 回 到 在 滑雪 坡 道上 下 滑 的 雪 权 。 虽 然 它 的 一 般 行 为 是 
混沌 的 ,但 是 它 可 以 滑 两 个 简单 的 周期 轨道 运行 ,并 且 , 如 果 我 们 
等 候 足 够 长 入 的 话 , 它 还 可 以 沿 其 中 的 一 个 周期 轨道 运行 一 段 时 
间 。 在 这 些 轨道 上 ,等 榴 每 下 降 5 米 就 要 准确 地 向 东 或 向 西 移动 2 
Ko 

通过 每 5 KE) RR Se PE BY V SEF y BY Poincaré 映射 
中 ,这 些 轨道 是 以 不 动 点 形式 出 现 的 。 现 在 考虑 含有 其 中 一 个 不 动 
点 的 一 个 小 贺 . 在 映射 下 , 它 的 连贯 的 映像 也 是 一 个 围绕 不 动 点 的 
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闭合 曲线 , 头 几 个 映像 很 像 是 椭圆 。 因 为 不 动 点 是 不 稳定 的 ,因而 
椭圆 的 长 轴 将 不 断 地 增长 ,但 因为 系统 是 耗 散 的 ,因而 所 围 的 面积 
和 短 轴 将 不 断 地 缩小 。 连 续 的 映像 日 益 趋 于 紧密 所 形成 的 无 穷 长 
的 曲线 叫做 不 动 点 的 不 稳定 流 形 , 记 为 U0。 当 距离 是 沿 着 U 测定 
时 ,在 U 上 的 任 一 点 可 以 被 映射 到 一 个 更 加 远离 不 动 点 的 点 ,尽管 
其 直线 距离 通常 是 比较 小 的 .在 这 个 特殊 的 映射 中 ,UV 在 图 解 上 是 
很 难 与 吸引 子 区 别 的 。 

同样 我 们 也 能 刻 划 稳定 流 形 $, 它 被 看 作 是 该 图 的 连贯 的 逆 
映射 的 极限 形式 .在 S 上 的 点 被 映射 到 离 不 动 点 较 近 的 点 ,并 且 最 
终 它 们 的 正 映 像 要 收敛 到 不 动 点 。 相 反 , 在 U 上 的 点 要 从 不 动 点 
流出 ; 即 是 说 ,它们 的 道 映像 要 收 倒 到 不 动 点 。 含 有 更 多 变量 的 更 
一 般 的 系统 可 以 有 多 维 的 不 稳定 流 形 和 稳定 流 形 。 

68 给 出 了 雪村 模式 的 一 个 不 动 点 的 两 种 流 形 的 片断 ,不 动 
点 用 O 标记 。 坐 标 系 是 在 图 13 中 所 应 用 的 一 个 圆柱 内 部 的 透视 
图 。 明 显 的 特征 是 U A S 在 C 点 横向 相交 。 

在 任 一 个 流 形 中 的 任何 连贯 的 映像 序列 都 是 Poincaré 的 渐 
近 解 之 一 。 因 为 含有 C 点 的 序列 位 于 两 个 流 形 上 ,所 以 , 它 是 双 渐 
近 解 ,并 且 O 是 Poincaré 同 窒 点 中 的 一 个 点 。 显然 ,如 果 我 们 令 DD 
AM E ÆC 的 头 两 个 正 上 映像 ,那么 ,UV 和 S 还 要 在 D 点 然后 在 EE 点 
相交 。 相 反 , 如 果 B 和 A 是 C 的 头 两 个 逆 映 像 , 那 么 ,S 和 局 还 要 
在 B 点 然后 在 A 点 相交 。 事 实 上 ,C 点 丝毫 不 比 A.B.D AME 点 特 
TK 

BRAWE S 测量 的 C 的 连贯 的 正 映 像 之 间 的 距离 连续 地 减 
少 , 沿 着 UU 测量 的 同样 点 之 间 的 距离 却 连续 地 增加 。 相 反 et S 
测量 的 连贯 的 逆 映像 之 间 的 距离 连续 地 增加 。 由 此 我 们 得 到 结 ; 
随 着 U AS 的 延伸 ,U MS 都 将 会 连续 发 生 较 大 的 变形 , 而且 它们 
不 可 避免 地 要 在 许多 点 (除了 OC 的 映像 以 外 ) 相 碰 。 

注意 ,在 我 们 的 例子 中 ,事实 上 也 在 大 量 的 系统 中 ,两 个 流 形 
中 任 一 流 形 上 的 一 个 点 (包括 靠近 O 点 的 点 ) 的 连贯 的 映像 部 位 
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图 68 ”在 滑雪 坡 道 上 的 雪 机 的 Poincare 映射 的 一 个 不 动态 O RIA Bek 
流 形 和 稳定 流 形 的 线段 。 不 稳定 流 形 通 过 A 点 和 B 点 ,稳定 流 形 
通过 了 DD 点 和 EE 点 。 两 个 流 形 在 C 点 横向 相交 ,点 BC.D 和 FE 是 A 
点 的 相继 映像 。 坐 标 系 与 图 13 和 图 37 相同 


于 0 的 对 边 上 上 。 因 此 ,在 图 中 ,由 于 忆 从 O 点 向 左边 延伸 通过 C, 
因而 其 右边 的 延伸 必须 通过 DD, 而 左边 的 延伸 必须 通过 ,相反 ， 
S 的 右边 延伸 通过 C 和 A. 而 左边 的 延伸 通过 BB。 这 个 情况 绝 不 影 
Me] Poincaré 理论 的 正确 性 。 
在 这 个 例子 中 作 多 次 迭代 去 延伸 5 在 计算 上 是 不 方便 的 , 因 
为 这 样 做 ,我 们 必须 随时 间 向 后 积分 微分 方程 组 ,这 相当 十 用 人 负 岩 
e JJ]. 


a re. 


BCE EGE DOE VBE aR RMI, E 1 秒 钟 内 就 能 使 其 加 售 。 
因为 这 里 我 们 主要 的 兴趣 只 在 于 流 形 的 相交 ,而 且 因 为 U 从 未 遇 
到 过 超过 5 米 / 秒 的 V 值 ,所 以 在 S 上 V 的 高 值 是 无 所 谓 的 ,我 们 
还 可 以 修改 方程 组 去 抑制 V 的 高 值 ,而 保留 V 的 低 值 不 变 。 


69 经 过 2 次 迭代 后 扩大 的 图 68 的 片断 。 每 个 交点 都 是 一 个 流 形 与 另 
一 流 形 的 相交 。 粗 黑 点 表明 的 是 在 图 68 中 的 A、B.C.D.E 和 0O 
点 。 稳 定 的 流 形 向 离开 中 心 最 远 处 以 及 最 靠近 中 心 处 延伸 ,孤立 的 
不 稳定 流 形 , 作 多 次 迭代 延伸 将 与 图 37 无 区 别 
图 69 给 出 了 两 个 流 形 在 引入 修改 以 后 每 个 流 形 再 迭代 一 次 
的 延伸 情况 。 在 一 些 区 域 两 个 流 形 很 难 分 辨 , 但 是 ,因为 没有 一 个 
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流 形 自身 相交 ,所 以 ,给 出 的 所 有 22 个 交点 都 是 一 个 流 形 与 另 一 


70 马蹄 映射 的 早期 形式 ,不 动 点 O 的 不 稳定 流 形 的 一 个 片断 水 平 延 
伸 通过 A Al B, 稳 定 流 形 的 片断 垂直 延伸 通过 DD, 在 C 点 模 问 相 
交 , 点 B.C 和 DD 是 A 的 相继 映像 


为 了 充分 分 析 同 宿 性 的 意义 ,比较 方便 的 办 法 是 回 到 Smale 
马蹄 。 图 70 是 Smale 最 早 给 出 的 类 似 结 构 ,以 后 才 因为 它 非常 像 
一 个 马蹄 而 自然 地 取 名 马蹄 .为 了 构造 一 个 特例 ,我 们 从 一 个 正方 
BHR ERP SMURF x = 0M x = 1, 而 底 边 和 顶 边 分 别 位 
于 y= 二 0 和 yy == 1。 BUBBA xc = 0.3、0.4、0.6 和 0.7 把 正方 
形 分 成 五 个 部 分 .将 正方 形 垂直 地 压缩 到 原 有 的 1/10, 形 成 一 个 
细 长 的 矩形 , 见 图 70 的 下 图 ,然后 将 现在 已 成 为 小 方块 的 第 二 和 和 


第 四 部 分 水 平地 拉 长 为 原 有 的 10 倍 ,而 将 中 间 的 一 块 水 平地 拉 长 
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结构 ,所 说 的 第 二 和 第 四 垂直 截面 现 已 成 为 第 二 和 第 四 水 平 的 细 
长 条 并 且 它 们 分 曾 位 于 y= 二 0.3 fly = 0.4 ZR y= 0.6 和 0.7 
之 间 。 对 于 现在 仍 留 在 正方 形 内 的 部 分 ( 它 正 是 我 们 所 唯一 关心 
的 ) ,映射 方程 组 是 、 
Lari = lOr, ~ 3; Mar = On + 39/10, 0.3 zx, << 0.4 
Kav =10%, — 6s Yngi = Cyn + 69/10, O16 ax, << 0.7 
逆 映 射 方程 组 是 : 
zl 一 (rs 十 3)7[/10，y = 10y, — 3, O3<¥,<0.4 
zi1 一 (十 6)/10， yw 一 10 — 6, 0.6 < y, < 0.7 
其 形式 与 前 面相 同 , 只 是 zx 和 yy 相互 交换 位 置 。 
映射 有 两 个 不 动 点 ,分 别 在 (1/3,1/3) 和 (2/3,2/3) ,每 个 点 的 
不 稳定 流 形 水 平地 延伸 ,在 离开 方块 时 ,不 稳定 流 形 弯 曲 , 而 稳定 
流 形 垂直 地 延伸 。 图 70 指明 了 O 点 的 两 个 流 形 在 (1/3,1/3) 处 的 
片断 ;它们 看 来 是 在 (1/3,19/30) 处 的 C 点 横向 相交 ,所 以 〇 是 同 
咎 的 ,在 同和 宿 点 流 形 屡次 相交 ,事实 上 是 无 限 次 相交 。 
现在 注意 到 ,如 果 我 们 取 原 来 在 第 二 和 第 四 垂直 截面 中 的 任 
一 点 ,而 且 把 它 的 坐标 记 为 小 数 的 形式 ,那么 ,从 z 中 移 去 领头 的 
数字 (必定 是 3 和 6) 并 把 它 挪 到 y 的 前 头 就 得 到 它 的 映像 ,例如 
CO. 3207,0.549) 的 映像 (0. 207,0. 3549)。 相 反 , 一 个 点 的 逆 上 映像 
是 将 领头 的 数字 从 y 转 到 xz 上 ,在 映射 中 ,映像 只 是 简单 地 转换 一 
下 点 的 领头 的 数字 并 使 其 它 点 的 位 置 移 位 ,这 类 映射 称 为 
Bernoulli (ARAD fiz . 
由 此 得 到 结论 : AB LE TE BR RA A RAR ETT RAR (zyy) 
乃 是 工 和 y 用 小 数 表示 只 包含 ss 和 6s“ 的 那些 点 。 这 些 点 形成 一 
个 明显 的 Cantor R.E O 点 的 稳定 流 形 上 的 点 乃 是 x 的 表达 式 中 


* 这 里 的 3s 或 6s 表示 3 或 6 的 复数 , 即 若干 个 3 或 6 一 一 编者 注 
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只 有 有 限 个 6s 的 那些 点 ,所 以 ,在 有 限 次 向 前 迭代 以 后 ,x 的 所 有 
的 领头 数字 都 是 3s ,也 就 是 x = 1/3 HAE SiR ERY 
后 ,y 的 领头 数字 逐渐 变 成 3s ,也 就 是 > 趋向 于 1/3. 在 O 点 的 不 稳 
定 流 形 上 的 点 是 > 包含 有 限 个 6s 的 那些 点 .因此 ,r 和 > 都 包含 有 
RET 6s 的 点 万 是 流 形 的 交点 ,这样 的 点 显然 有 无 穷 多 个 。 

如 果 把 2 数字 后 的 y 的 数字 反 过 来 排列 ,就 形成 一 个 周期 序 
列 ,譬如 说 在 2 位 数字 以 后 序列 重复 ,那么 (zy,y) 的 第 PER 
或 道上 映像 还 是 (x,y), 并 且 (x,y) 将 位 于 一 个 周期 解 上 ,因此 ,周期 
解 有 无 穷 多 个 。 随 机 选择 出 的 3s 和 6s 的 无 穷 序 列 通 常 不 是 周期 
的 ,所 以 非 周期 解 也 有 无 穷 多 个 .显然 我 们 现在 看 到 的 是 混沌 ,至 
少 是 在 特定 的 意义 下 。 我 们 能 够 通过 简单 地 构造 3s 和 6s 的 非 正 常 
FE 列 寻 找 出 有 特殊 性 质 其 至 独特 性 质 的 解 ,一 个 具有 有 趣 行 为 的 
解 可 产生 ,例如 , 当 n 是 完全 平方 数 时 , 令 x 和 yy 的 第 4 位 数 为 6 即 
能 得 到 这 种 解 。 采 用 数字 3 也 一 样 。 

因为 喘 射 在 正方 形 的 一 部 分 中 已 被 变 为 线性 映射 ,因而 我 们 
才能 写 出 在 不 稳定 流 形 .稳定 流 形 和 在 周期 解 上 的 点 的 显 式 表达 
式 。 如 果 我 们 应 用 一 个 更 为 简单 的 马蹄 ,其 中 压缩 . 伸 长 和 弯曲 的 
方块 简单 地 从 原来 的 方块 右边 出 去 ,然后 再 在 右边 进入 ,虽然 映射 
还 涉及 到 某 些 3s 和 6s 的 变换 以 及 移 位 ,我 们 仍然 可 以 写 出 不 稳 
定 流 形 、 稳 定 流 形 和 周期 解 上 的 点 的 显 式 表达 式 , 但 是 定性 的 结果 
都 具有 拓 朴 性 质 ; 它 经 过 映射 的 连续 变形 也 不 会 改变 .如 果 一 个 马 
蹄 是 如 图 41 的 形式 或 者 有 更 多 的 变形 ,我 们 仍 可 得 到 如 下 结论 : 
流 形 相 交 的 数 自 和 性 质 不 同 的 周期 解 、 非 周期 解 的 数 日 将 是 无 穷 
大 。 
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附录 3 简明 词汇 


这 个 词汇 表 给 出 了 经 常 出 现在 混沌 研究 领域 中 的 动力 系统 的 
一 些 术 语 , 主 要 是 给 普通 读者 写 的 ,目的 在 于 让 读者 对 每 个 概念 有 
一 些 感性 认识 , 正 由 于 此 ,这 里 给 出 的 定义 是 描述 性 的 ,有 了 时 用 口 
头 语言 形式 ,而 不 是 用 标准 的 数学 语言 ,有些 定义 还 缺少 数学 的 严 
说, 但 专家 们 把 这 些 描述 性 的 定义 转化 为 严格 的 术语 应 该 是 不 成 
问题 的 。 
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为 了 避免 重复 ,大 多 数 的 定义 中 包含 的 术语 也 都 在 本 词汇 中 
列 出 条 目 。 这 类 术语 第 一 次 出 现在 定义 中 时 我 们 均 着 重 表示 。 可 
以 预料 ;读者 使 用 本 词汇 主要 是 为 了 去 查看 在 阅读 本 书 中 所 遇 到 
的 一 些 术语 的 意义 。 本 词汇 表 是 完备 的 " ,那些 喜欢 从 起 跑 线 开 
始 " 的 读者 ,可 以 通过 适当 的 不 按 字母 顺序 的 重新 编排 条 目 ， 系 
统 ” 作 为 第 一 个 词 条 , 接 下 来 的 词 条 是 变量 ,常数 和 状态 等 等 ,从 而 
防止 遇 到 任何 早先 未 定义 的 术语 。 希 望 通过 按 字母 顺序 的 排列 济 
览 一 下 的 读者 应 该 注意 名 字 以 “A” 开 始 的 概念 往往 是 最 简单 
的 ， 

大 部 分 定义 是 按照 相 空 间 的 术语 作出 的 。 也 就 是 点 通常 用 来 
表示 系统 的 状态 ,轨道 表示 状态 的 时 间 序 列 ( 等 价 地 说 ,如 果 系 统 
是 用 方程 组 来 定义 的 ,轨道 就 是 一 个 特 解 ) 等 .注意 :不 动 点 在 习惯 
上 被 看 作 轨 道 的 特殊 情形 ， 

读者 应 该 了 解 ,许多 术语 在 别 的 教科 书 中 有 别 的 含义 ,包括 其 
它 技术 上 的 意义 。 


+ 即 每 一 词 条 定义 中 所 用 的 术语 在 本 词汇 中 均 另 列 词 条 加 以 定义 一 一 校 者 注 
** 即 从 一 个 不 需 用 其 它 术 语 来 作 定 义 的 术语 开始 一 一 校 者 注 
*** 在 本 附录 最 后 将 给 出 汉语 拼音 顺序 排列 的 简明 词汇 表 一 一 编者 注 
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Almost-periodic orbit ( 准 周 期 轨道 ): 这 样 一 APPLE TA eles 
过 越 来 越 长 的 固定 的 时 间 间 隔 以 后 , 越 来 越 接近 于 重复 它 过 去 
的 全 部 历史 。 参 见 周期 轨 这 词 杀 ，。 

Approach (a point or a set) ( 趋 近 于 ) (一 个 点 或 一 个 集合 ) :在 任 
何 预 先 给 定 的 准确 度 内 接近 于 且 最 终 一 直接 近 于 ,通俗 地 讲 ， 
就 是 越 来 越 徘 近 。 

Approach infinity( 趋 于 无 穷 大 ) : 变 得 越 来 越 大 且 最 终 一 直 大 于 


任何 预先 选 定 的 量 。 
Asymptotic orbit( 渐 近 轨 道 ): 趋 近 于 一 个 不 动态 或 一 个 用 期 轨道 
或 准 周期 轨道 的 瞬 变 轨道。 


Attracting set (吸引 和 集 ): 在 - 下 一 个 耗 散 系 统 中 ， 由 所 有 轨道 的 极 限 集 
以 及 从 该 集 出 发 的 轨道 上 的 所 有 的 点 所 组 成 的 集合 。 

Attractor OR 5| P) :在 一 个 耗 散 系统 中 ,不 属于 任何 更 大 极限 集 ， 
且 无 轨道 由 其 发 出 的 极限 集 。 

Axis( 轴 ) :由 通过 原点 且 相 互 垂直 的 直线 所 组 成 的 一 个 POR R A 
中 的 任何 一 条 直线 ,用 来 作为 参考 线 。 

Basin of attraction (吸引 域 ) :位 于 趋 近 于 一 给 定 吸引 子 的 PUR E 
的 所 有 点 所 组 成 的 集合 。 

Bifurcation (分 贫 ) :在 一 族 动 力 系 统 中 , 当 一 个 参数 全 从 未 个 临界 
值 以 下 变 到 该 临界 值 以 上 时 ,系统 长 期 行为 的 一 个 突然 变化 。 
Butterfly effect( 蝴 蝶 效 应 ) :一 个 动力 系统 状态 的 一 个 微小 改变 

所 引起 的 后 续 状 态 与 没有 微小 改变 时 的 后 续 状 态 明 显 不 同 的 
Cantor set( 康 托 尔 集 ) :1. 在 一 条 直线 或 一 条 曲线 上 这 样 一 些 点 的 

集合 , 即 在 其 中 任意 两 个 点 之 间 总 有 该 点 集 的 其 它 一 些 点 以 及 

ARR SEE RITA BR. 2. 以 上 定义 的 Cantor 集 癌 更 高 维 的 推广 。 
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Capacity (容量 维 ) :集合 维 数 的 一 种 特殊 量度 Ee RI BL ot SR 
合 所 需 立 方 体 或 球体 的 数目 随 着 每 个 立方 体 边 长 或 球体 直径 
的 减 小 而 增加 的 速率 得 到 的 。 

Chaos GEAR) :1. 表征 一 个 动力 系统 的 特性 ,在 该 系统 中 大 多 数 扫 
道 显示 敏感 依赖 性 ; 即 完 全 混沌 .2. 有 限 混 沌 ;表征 一 个 动力 系 
统 的 特性 ,在 该 系统 中 某 些 特殊 的 轨道 是 非 周 期 的 ,但 大 多 数 
DLEET A 

Chaotic sea i 7 48) :在 Hamilton 系统 中 ,一 个 混沌 轨道 所 趋 近 
的 集合 。 

Compact system RRRA) :一 个 这 样 的 动力 系统 ,在 该 系统 中 每 
个 轨道 具有 一 个 极限 集 。 

Completely random (完全 随机 ) : 见 随机 条 o 

Conservative system (FRR), 一 个 这 样 的 动力 系统 ,在 该 系统 
中 , 某 些 表面 上 的 变量 实际 上 随时 间 保 持 不 变 。 

Constant (of a system) (常数 ) (一 个 系统 的 》 :不 随时 间 变 化 的 特 
征 。 

Coordinate (of a point) (坐标 )( 一 个 点 的 ): 原 点 与 一 个 特定 轴 上 
距 给 定点 最 近 的 点 之 间 的 距离 。 

Deterministic system (确定 性 系统 ) :这 样 一 种 系统 ,在 该 系统 中 ， 
后 面 的 状态 由 早先 的 状态 按 一 固定 的 规律 演变 而 来 。 

Difference equation (差分 方程 ) :这 样 一 种 方程 , 它 能 利用 一 个 系 
统 的 所 有 变量 在 给 定时 刻 值 来 表示 该 系统 某 一 变量 在 下 一 时 刻 
的 值 。 

Differential equation (微分 方程 ) :这样 一 种 方程 , 它 能 把 一 个 系统 
的 某 一 变量 在 给 定时 刻 的 变化 率 用 该 系统 所 有 变量 在 该 时 刻 的 
值 来 表示 。 
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Dimension (ERD :点 集 的 许多 测 度 中 的 任 一 个 , 当 集 合 是 一 个 点 、 
一 条 曲线 或 一 个 曲面 或 其 它 流 形 时 , 它 与 维 数 的 经 典 概念 是 一 
致 的 ,对 于 更 一 般 的 集合 , 维 数 也 经 常 定 义 为 分 数 。 

Dissipative system( 耗 散 系 统 ) :这 样 一 种 动力 系统 ,在 该 系统 中 相 
空间 的 有 限 体积 的 任何 点 集 的 映像 都 是 更 小 体积 的 点 集 。 

Doubly asymptotic orbit( 双 渐 近 轨道 ): 这样 一 种 轨道 , 它 渐 近 于 
AFA ROLE IAA TE 
发 出 。 | 

Dynamical system( 动 力 系统 ) :一 个 确定 性 系统 .更 随意 些 说 , 它 
也 可 以 是 一 个 带 有 较 小 随机 性 的 系统 ,如 果 该 系统 的 随机 性 稍 
加 消除 后 ,其 定性 行为 无 明显 变化 的 话 。 

Emanate from (发 出 于 ): 与 趋 近 于 相反 , 即 沿 着 与 趋 近 于 相反 方 

四 的 罗 道 运行 。 

Equilibrium CF Bi) :一 个 不 动 点 或 有 时 为 一 周期 轨道 。 

Family( 族 ): 除 一 个 或 多 个 常数 值 不 同 外 其 余 均 相似 的 一 组 动力 

Fixed point (不 动 点 ) :与 自 号 映像 相同 的 点 。 

Flow GR) :其 所 有 变量 都 是 按 随 时 间 连 续 变 化 的 值 来 定义 的 一 个 
动力 系统 ,一 个 流 经 常 由 一 组 微分 方程 控制 。 

Fractal (分 形 ): 维 数 不 是 整数 的 点 集 。 也 指 维 数 “碰巧 "是 一 个 整 
数 的 一 组 类 似 结构 。 

Full chaos( 完 全 混沌 ) : 见 混沌 。 


统 。 
Homoclinic point( 同 宿 点 ): 同 宿 轨道 从 其 发 出 , 紧 接着 又 向 其 赵 
近 的 不 动 点 。 
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Homoclinic orbit (E) sw): ROTA TN ak ed A DE YD 
该 不 动 点 或 该 周期 轨道 发 出 的 轨道 。 

Horseshoe (马蹄 ) :一 个 特殊 类 型 的 二 维 映射 ,在 该 交 映 射 中 一 个 正 
方形 或 某 个 其 它 的 区 域 被 映射 到 一 个 变形 的 区 域 ,该 区 域 与 原 

区 域 在 两 个 分 离 的 块 中 相交 ，。 

Image (映像 ): :通过 规定 次 数 的 迭代 而 由 一 给 定 集合 产生 的 点 集 。 
除 男 有 说 明 外 对 于 映射 近代 一 次 ;对 于 流 , 按 规定 的 次 数 迭 代 ，。 

Initial conditions (初始 条 件 ): 在 任何 一 段 持续 时 间 开 始 时 刻 系统 
的 状态 ,这 段 时 间 的 长 短 随 研究 者 的 目的 而 定 。 

Invariant set( 不 变 集 ) :与 其 目 身 映像 相同 的 点 集 。 

Inverse image HERR) :其 映像 由 一 个 给 定 集 组 成 的 点 集 。 

Invertible system( 可 道 系统) :其 中 每 一 点 有 且 只 有 一 个 逆 映 像 的 
动力 系统， 

Limit set (of an orbit) (极限 集 )( 一 个 轨道 的 ) :被 一 个 轨道 所 趋 近 
并 且 其 中 不 包含 该 轨道 所 趋 近 的 更 小 集合 的 集合 。 通 俗 地 讲 , 即 
由 轨道 一 再 非常 接近 地 通过 的 每 一 点 所 组 成 的 集合 。 

Limited chaos (有限 混沌 ): 见 混沌 。 | 

Linear system( 线 性 系统 ) :这 样 一 个 系统 ， 在 该 系统 中 初始 状态 的 
变化 将 导致 任何 后 续 状 态 成 比例 地 变化 。 

Logistic equation (逻辑 斯 谤 方程 ) :关于 一 个 变量 的 一 种 特殊 的 二 
KE. 

Lyapunov exponents ($H 4 i XIBX : Lyapunov 数 的 对 数 。 

Lyapunov numbers( 李 雅 普 庄 夫 数 ) :在 相 空 间 中 当 一 个 无 限 小 椭 
球 被 它 的 途 次 映像 所 代替 时 该 椭 球 各 轴 长 度 放大 (或 缩小 ) 倍 
数 的 长 时 间 平 均值 。 

Manifold ( 流 形 ) :一 个 点 、 一 条 曲线 ,一 个 曲面 或 一 个 体积 或 其 在 
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多 维 空间 中 的 推广 。 

Mapping (映射 ) :其 变量 仅 通过 时 间 的 离散 值 来 定义 的 动力 系统 。 
映射 经 常 由 一 组 差分 方程 控制 。 

Model (模式 ) :被 设计 成 的 具有 另 一 通常 更 为 复杂 系统 的 某 些 特 

Nonivertible system( 不 可 首 系 统 ): 这 样 一 种 动力 系统 ;其 中 某 些 
点 有 几 个 或 完全 没有 北上 映像; 也 就 是 非 可 逆 的 系统 。 

Nonlinear system( 非 线性 系统 ) :其 初始 状态 的 变化 未 必 会 寻 致 后 
续 状 态 成 比例 地 变化 的 系统 ; 即 不 是 线性 的 系统 。 

Nonperiodic orbit( 非 周期 轨道 ) :这 样 一 个 轨道 ,在 该 轨道 上 任何 
与 过 去 状态 非常 接近 的 重复 仅 有 短暂 的 持续 时 间 ; 一 个 既 不 是 
周期 的 又 不 是 准 周期 的 轨道。 

Orbit (轨道 ): 对 相 空 间 中 连续 的 或 者 离散 的 状态 时 间 序 列 的 帮 
述 。 

Origin (原点 ): 在 相 空间 或 普通 空 zs 间 中 用 作 参 考点 的 一 个 特殊 的 
点 。 

Parameter (参数 ) ;一 个 这 样 的 常数 ,其 值 对 于 一 族 动力 系统 中 的 
每 个 动力 系统 是 不 同 的 。 

Period( 周 期 ) :一 个 周期 轨道 中 ,重复 出 现 的 次 次 数 或 连续 两 次 重复 
的 时 间 间 隔 。 

Per:od-doubling bifurcation( 倍 周期 分 岔 ) :1. 一 种 分 岔 ,由 一 个 有 具 
有 有 周期 的 典型 轨道 的 系统 向 另 一 个 也 具有 周期 的 典型 轨道 但 . 
其 周期 长 度 却 增加 了 一 倍 的 系统 分 色 。2.， 如 上 所 定义 的 一 个 倍 
周期 分 岔 的 无 穷 序 列 , 该 序列 将 以 混沌 行为 而 终 绊 。 

Periodic orbit( 周 期 轨道 ) :经 过 一 固定 时 间 间 隔 后 ,准确 地 重复 其 
过 去 行为 的 轨道 。 
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Periodic system 3] HARA): e PSY K > TEVA RR aR 
PR PR) ie A ok it AEM 或 准 周期 的 ， 或 “是 渐 这 
于 周期 或 准 周 期 轨道 的 。 

Periodic window (周期 窗口 ): 在 一 族 动 力 条 统 中 ,对 于 È- a 4 

O RRE E a e E EAE A REAR IRS A 
与 使 该 系统 为 混沌 的 另外 一 些 值 相 分 离 。 

Phase space( 相 空间 ) :一 个 假想 的 空间 , 它 的 维 数 与 规定 -给 年 
动力 系统 的 状 念 所 需 的 变量 数目 相同 。 在 相 至 Sf] ER - i AY 
ER JOEA Ee A Eae 

Poincaré mapping ( Fe JIR IESI) : X FE — PRY 1A BR S H ao K 

— AS AE AY AE E [8] S ~~ PE SE ATE » 并 且 其 中 一 个 点 的 依次 
eer Poincaré 截面 的 依次 相 父 。 

Poincaré section( 庞 加 莱 截 面 ) :与 许多 或 大 多 数 轨 过 相交 的 一 个 
流 的 相 空 5 间 的 模 截 面 。 

Point( FA): :动力 系统 的 状态 在 相 空 间 中 的 表述 。 

Random system( 随 机 系统 ) : 1. 这 样 一 种 系统 ， 在 该 系统 中 ,从 前 
面 状 态 到 后 来 状态 的 演化 不 是 完全 由 任何 规律 决定 的 ; 即 是 非 
确定 的 系统 .2. 这 样 一 种 系统 ,在 该 系统 中 ,后 来 状态 的 发 生 元 
全 独立 于 前 面 的 状态 : 即 完全 随机 的 系统 。 

Self-similar set( 自 相似 集 ) :这 样 一 种 集合 ,该 集合 的 一 部 分 如 采 
被 放大 ,与 原 有 的 集合 完全 一 样 。 

Sensitive dependence (敏感 依赖 性 ) :表征 一 个 轨 这 的 这 样 一 种 特 
性 , 即 : 在 某 一 点 接近 于 该 轨道 通过 的 大 多 数 其 它 轨 章 随 春 时 间 
的 推移 并 不 仍然 保持 与 它 接 近 。 

Separatrix( 分 型 线 ) :分 开 两 个 吸引 域 的 界线 。 

Set (of points) (集合 ) (点 的 ): 点 的 任何 聚合 ;i 常 , 它 是 一 条 曲 
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线 一 个 曲面 或 是 某 些 别 的 可 视 为 是 点 的 聚合 体 的 结构 。 

Stable equilibrium (稳定 平衡 态 ) :没有 任何 轨道 从 其 发 出 的 一 个 
Rast BH 

Stable manifold (稳定 流 形 ) :一 个 由 趋 近 于 一 给 定 不 动 点 或 周期 

State (TRAE) :系统 在 一 个 瞬时 的 状况 ;系统 所 有 变量 的 一 组 同时 
的 值 。 

Statistically self-similar set (统计 自 相 似 集 ) :这 样 一 种 集合 ,该 集 
合 的 一 部 分 如 果 被 放大 ,与 原 集 合 有 相同 的 典型 结构 。 

Strange attractor (奇怪 吸引 子 ): 有 分 形 结构 的 吸引 子 ; 与 一 这 妆 
的 流 形 相交 为 一 Cantor 集 的 吸引 子 。 

Surface of section (截面 ) :一 个 Poincare 截面 。 

System (系统 ) :能 够 随 着 时 间 推 移 ,经 受 某 类 变化 的 任何 统一 体 。 

Transient orbit ( 瞬 变 轨道 ) :与 其 日 身 的 极限 集 无 公共 点 的 轨道 。 

Unstable equilibrium (不 稳定 平衡 态 ): 至 少 有 一 条 轨道 目 其 发 出 
的 不 动 点 或 周期 轨道 ; 即 不 稳定 的 平衡 态 。 

Unstable manifold (不 稳定 流 形 ) :从 一 给 定 不 动 点 或 周期 轨道 发 
出 的 轨道 上 的 全 部 点 所 组 成 的 流 形 。 

Variable (of a system) (变量 ) (一 个 系统 的 ) ;能 随时 间 推 移 而 变化 
的 某 种 特征 。 

Volume-preserving system (体积 守恒 系统 ) :这 样 一 种 动力 系统 ， 
在 该 系统 中 , 相 空 间 中 任何 点 集 的 映像 是 一 个 具有 同样 体积 的 

”集合 。 
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变量 
tei Jel E 
不 变 集 
不 动 点 
不 可 逆 系 统 
不 稳定 流 形 


不 稳定 平衡 态 


参数 

常数 
初始 条 件 
点 

动力 系统 
发 出 于 
非 线 性 系统 
非 周期 轨道 
I 

分 形 
分 型 线 
轨道 
哈密 顿 系 统 
耗 散 系统 
蝴蝶 效应 
混沌 
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简明 词汇 汉文 索引 


Variable 
Period-doubling bifurcation 
Invariant set 

Fixed point 
Nonivertible system 
Unstable manifold 
Unstable equilibrium 
Parameter 

Constant 

Initial conditions 
Point 

Dynamical system 
Emanate from 
Nonlinear system 
Nonperiodic orbit 
Bifurcation 

Fractal 

Separatrix 

Orbit 

Hamilton system 
Dissipative system 
Butterfly effect 
Chaos 


* 此 索引 为 编者 所 做 ,使 于 以 汉语 拼音 查阅 
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ite nli E 
极限 集 

集合 
渐 近 轨道 
截面 

紧 致 系统 

碌 托 尔 集 

可 道 系 统 

李 雅 普 诺 夫 数 
李 雅 普 诺 夫 指 数 
流 

流 形 
逻辑 斯 诺 方 程 
马蹄 

敏感 依赖 性 
模式 

逆 映 像 

HE DN SE RB 
HE DM FE BRT 
平衡 态 

奇怪 吸引 子 
趋 近 于 
TERK 
确定 性 系统 
容量 维 

守恒 系统 
双 渐 近 轨 诞 
瞬 变 轨道 
BAHL 8 8 
体积 守恒 系统 
同 宿 总 
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Sensitive dependence 


Chaotic oea 

Limit set 

Set 

Asymptotic orbit 
Surface of section 
Compact system 
Cantor set 
Invertible system 
Lyapunov numbers 
Lyapunov exponents 
Flow 

Manifold 
Logistic equation 


horseshoe 


Model 

Inverse image 
Poincaré section 
Poincaré mapping 
Equilibrium 
Strange attractor 
Approach 
Approach infinity 


Deterministic system 


Capacity 


Conservative system 
Doubly asymptotic arbit 
Transient orbit 

Random system 
Volume-preserving system 


Homoclinic point 


fe] tg LIE 


统计 里 相似 集 


完全 混流 
完全 随机 
微分 方程 
维 数 
稳定 流 形 
稳定 平衡 态 
吸引 集 
吸引 域 
吸引 子 
系统 
线性 系统 
相 空 间 
映射 
映像 

有 限 混沌 
原点 
周期 
周期 窗口 
周期 轨道 
周期 系统 
轴 

状态 

准 周期 轨道 
自 相 似 集 
族 

坐标 
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“tse orbit 


Hon: 
Statisucelly self-similar set 
Full chaos 
Completely random 
Differential equation 
Dimension 

Stable manifold 
Stable equilibrium 
Attracting set 

Basin of attraction 
Attractor 

System 

Linear system 

Phase space 

Mapping 

Image 

Limited chaos 

Origin 

Period 

Periodic window 
Periodic orbit 
Periodic system 

Axis 

State 
Almost-periodic orbit 
Self-similar set 
Family 


Coordinate 
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参考 文献 


专门 论述 混沌 的 著作 之 多 已 使 得 任何 人 要 全 部 或 大 部 分 贺 悉 它们 是 很 
困难 的 ,何况 它们 还 在 不 断 膨胀 。 孝 柏林 已 选 了 两 千 多 条 文献 目录 作为 他 的 
《混沌 》 和 《混沌 工 》 的 选编 文集 的 补充 ,而 郝 柏 林 的 夫人 张 淑 党 接 着 在 她 的 
《关于 混沌 的 参考 文献 } 中 列 出 了 7460 条 目录 (其 中 包括 303 本 书目 ) ,该 书 在 
1991 年 出 版 。 

在 编辑 本 文献 目录 时 ,我 舍弃 了 这 样 的 想法 , 即 挑选 出 少量 代表 性 著作 
作为 范例 ,或 尽力 鉴别 出 “重要 的 ?文献 .这 种 工作 既 艰 巨 又 可 能 不 切实 际 。 因 
此 ,本 文献 目录 必然 像 正 文 一 样 ,挑选 的 多 少 是 我 比较 熟悉 的 文献 .最 后 选 定 
的 文献 列 成 了 一 份 目录 表 , 它 们 分 属于 三 大 类 。 第 一 类 和 第 二 类 中 的 某 些 文 
献 也 可 归 入 第 三 类 。 

第 一 类 文献 是 少量 的 完全 或 大 部 分 属于 非 专 业 性 的 著作 ,它们 可 以 为 你 
提供 一 些 轻松 的 阅读 材料 .这些 著作 包括 H. Poincaré 的 著名 的 散文 集 “ 科 
学 和 方法 ”直至 最 近 由 J]. Casti, I. Ekeland,J. Gleick, B. Mandelbrot, H. - 
O. Peitgen 和 P. Richter,I. Peterson,D. Ruelle 以 及 I. Stewart 等 人 所 写 
的 比较 简单 洁 的 书 , 这 些 书 给 混沌 现象 以 叙述 性 的 说 明 。 这 类 著作 还 包括 由 
气象 学 家 G. Platzman 和 P. Thompson 所 写 的 历史 性 叙述 以 及 由 S，Smale 
所 写 的 简短 的 自传 体 的 文章 。 

第 二 类 是 一 些 课本 和 其 它 较 为 专业 化 的 著作 ,它们 主要 是 为 了 让 初学 者 
了 解 动力 系统 和 混沌 的 原理 ,而 不 是 给 出 任何 有 创新 的 发 现 . 这 些 文献 包括 
由 Abraham 和 Shaw, Berge 等 , Birkhoff, Cvitanovic, Devaney, Glass 和 
Mackey ,Guckenheimer 和 Holmes , Gumowski 和 Mira, Holden, Lichtenberg - 
和 Lieberman, Moon, Nemytskii 和 Stepanov, Ruelle,Schuster 以 及 Swinney 
和 Gollub 等 人 所 写 的 著作 ,以 及 Smale 的 综合 性 评述 .Ruelle 的 “概率 和 混 
沌 ?应 归 入 第 一 类 ,而 他 的 “混沌 的 演化 和 奇怪 吸引 子 ? 则 应 划 归 第 二 类 。 

第 三 类 范围 最 广 , 它 包 括 在 本 书 中 我 特别 参考 的 或 者 只 是 通常 顺便 提 到 
的 著作 。 这 类 著作 形成 一 个 比较 摊 杂 不 齐 的 集合 ,大 多 数 是 论述 最 新 研究 结 
果 的 科学 论文 ,但 有 一 些 是 综述 的 论文 或 书 ,甚至 还 有 由 R. Bradbury 所 写 
的 一 本 短篇 小 说 和 由 G. R. Stewart 写 的 一 本 小 说 。 
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